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摘要：坝体应力应变监测是高混凝土坝必设的重要监测项目。目前国内有关文献的应变计组的应变不平衡量处理

存在不尽合理甚至错误的情况，这可能在混凝土应力计算中引入不必要的系统性偏差。本文明确指出应变计组的

不平衡量调整与测绘学的条件平差数学上等价，并利用其算法来统一处理各向应变计组的不平衡量调整问题。与

传统的公式相比，得到的应变计组的应变不平衡量调整公式，具有更严格的数学基础和更明确合理的物理意义，

有助于提高混凝土应变监测的数据质量。
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1 研究背景

高混凝土坝的应力问题一直是大家关注的重点［1-2］。根据我国现行的混凝土坝监测技术规范，对

于 1级混凝土大坝来说，混凝土应力应变观测为必设项目。混凝土应力应变观测的目的是了解坝体的

实际应力分布，寻找最大应力（拉、压应力和剪应力）的位置、大小和方向，评价大坝的强度安全程

度，为大坝的运行和加固维修提供依据。我国新建的高混凝土坝，特别是拱坝，布置了数量众多的

应变计组。如：二滩拱坝［3］（H=240 m）布置了 41 组应变计组（6向 29 组，3向 6 组，2向 35 组），小湾

拱坝［4］（H=294.5 m）布置了 148组（9向 57组，7向 73组，5向 18组），溪洛渡拱坝［5］（H=284.5 m）布置了

145 组（6 向 69 组，5 向 66 组，3 向 10 组），乌东德大坝［6］（H=270 m）布置了 68 组（9 向 24 组，7 向 38
组，2向 6组）。

应变计（组）观测混凝土应力应变本身具有很多干扰因素，导致观测成果的精度长期以来存在较

大争议。利用应变计组测值计算混凝土应力的基本假定是，同组的应变计（及无应力计）应符合点温

度条件和点应力条件。点温度条件指的是，同组的应变计（及无应力计）同测时温度测值的极差应在

误差范围之内，工程上一般按 1℃控制。点应力条件指的是，同组各应变计同测时的应变测值应满足

弹性力学第一应变不变量原理，即某点互相垂直的三向正应变之和，不因选择的方向改变而改变。

所谓的应变不平衡量，从数学上来说是多余观测带来的不满足第一应变不变量原理的量；从物理上

来说，应变不平衡量产生的原因很多，不只是观测误差引起的，还有诸如应变计组的各支应变计并

不真正在一个“点”上，埋设时不能保证应变计的轴线在空间上两两垂直等因素。因此，应变计组应

力计算中很重要的一个步骤是应变不平衡量的检查和处理。不平衡量调整的目的，主要为了合理地

分配误差，得到应变的最或是值，提高观测精度。经验表明，应变计组的应变不平衡量，由于

各种原因最大可能达到 20 με ~ 30 με左右，这相对于大坝混凝土最大 100 με左右的拉应变来说是

很可观的，不合适的处理可能引入不必要的系统性偏差。但从此前流行甚广的专业书籍［7-8］和近年发
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表的一系列期刊文章或学位论文［9-17］来看，应变不平衡量处理存在一些不尽合理甚至错误的做法：

（1）储海宁［7］给出了 4向和 9向应变计组应变不平衡量调整的公式，朱赵辉［9］等针对 7向应变计组

给出了类似的公式，但二者均未给出理论依据，基本是按照一个平面内的四支应变计平分其不平衡

量，7向、9向应变计组的不平衡量调整公式不满足各支应变计应变不平衡量调整（或称改正数）平方

和最小的原则。文献［7，10-12］等采用了与此相同的公式。

（2）郭晨［13］利用最小二乘法给出了 7向应变计组应变不平衡量调整的公式。但在构造最小二乘函

数时，实际上将共用的应变计重复计算了一次。鉴于 7向应变计组这一测量体系只有同精度的 7支仪

器，共用的应变计只是因其位置特殊，其测值用于两个平面的计算，重复计算相当于提高了其精度指

标，于理无据，因此其给出的改正数公式不能认为是正确无误的。此公式被文献［14-15］直接或间接引用。

（3）黄浩［16］利用最优化平衡法进行应变计组平衡，某种程度上将问题复杂化了，在数学上实际上

和文献［13］的最小二乘方法一样。文献［17］的五向应变计组不平衡量修正公式有误。

本文利用条件平差的有关算法，来统一处理各向应变计组的不平衡量调整问题。

2 应变计组的常见结构型式

国内混凝土大坝工程中常用的应变计组的结构型式有 4向、5向、7向和 9向，如图 1所示。多向

应变计组一般安装在如图 2（a）所示的球形组合安装支架上，锦屏一级大坝则采用了一种新型的如图 2
（b）所示金字塔形支架［11］，支架由 6 mm直径钢筋焊接而成，改进了前者易受到施工破坏且方向难于

保证的问题，值得推广应用，其 5向和 9向应变计组布置见图 3（拓扑结构实际上和图 1（b）、图 1（d）
等价）。二滩大坝采用了 2向、3向、6向应变计组，分别用于坝体上、下游面和内部应力监测。

图 1 应变计组常见结构型式

（a）球形安装支架 （b）金字塔形安装支架

图 2 9向变计组安装支架
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3 应变计组应变不平衡量调整的传统方法

混凝土内部任一点的空间应变为二阶张量，具有 6个独立的应变分量，而同一平面内独立的应变

分量有 3个。对于前述 4向（或 5向）、7向和 9向应变计组，分别有 1个、2个和 3个平面内布置了有 4支
应变计（平面内间隔成 45°角），存在多余观测。按第一应变不变量原理，理论上同一平面内两两轴线互相

垂直的 4支应变计（s1与 s2互相垂直，s3与 s4互相垂直，参见图 1（a）或图 1（b））的应变值应满足下述条件：

s1 + s2 = s3 + s4 （1）
实际上，由于混凝土并非理想的均匀连续介质以及观测误差的存在，上式往往不能成立，而存

在不平衡量 Δ1 。
s1 + s2 - s3 - s4 = Δ1 （2）

应变计 s1 ~ s4的改正数δ1 ~ δ4如下式（3）：

ì

í

î

ïï

ïï

δ1 = δ2 = - Δ14
δ3 = δ4 = Δ14

（3）

对于图 1（c）中的 7应变计组，不平衡量为公式（4），其中 Δ1、 Δ2为不平衡量，应变计 s1 ~ s7的改

正数δ1 ~ δ7如下式（5）：

{s2 + s3 - s4 - s5 = Δ1
s1 + s3 - s6 - s7 = Δ2

（4）
ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

δ1 = δ2 = δ3 = - Δ1 + Δ28
δ4 = δ5 = - Δ1 + Δ28 + Δ12
δ6 = δ7 = - Δ1 + Δ28 + Δ22

（5）

对于图 1（d）中的 9应变计组，不平衡量为式（6），其中 Δ1、 Δ2、 Δ3为不平衡量，应变计 s1 ~ s4的
改正数δ1 ~ δ9为式（7）：

ì
í
î

ï

ï

s1 + s2 - s8 - s9 = Δ1
s2 + s3 - s4 - s5 = Δ2
s1 + s3 - s6 - s7 = Δ3

（6）

ì

í

î

ï

ï

ïïï

ï

ï

ï

ïïï

ï

δ1 = δ2 = δ3 = - Δ1 + Δ2 + Δ3
12

δ4 = δ5 = - Δ1 + Δ2 + Δ3
12 + Δ22

δ6 = δ7 = - Δ1 + Δ2 + Δ3
12 + Δ3

2
δ8 = δ9 = - Δ1 + Δ2 + Δ3

12 + Δ12

（7）

（a）5向 （b）9向
z
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图 3 锦屏一级大坝应变计组埋设示意图
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上面的式（3）、式（7）与文献［7］一致，式（5）与文献［9］一致。

4 基于条件平差算法的不平衡量调整

4.1 条件平差算法 在测绘学中，利用基于最小二乘原理的条件平差法对多余观测带来的闭合差进

行检查和处理，其主要目的是消除观测值中的矛盾，合理分配误差，求出观测值或其函数的最或是

值，提高观测精度［18］。应该明确指出，应变计组的不平衡量调整问题，数学上与条件平差问题是完

全等价的。下面采用条件平差算法对各向应变计组的不平衡量调整进行统一的处理。采用以下符号：

设有 n个应变测值为： s1 ， s2 ， … ， sn
调整以后的应变值（最或是值）为： ε1 ， ε1，… ， εn

各测值的权为： P1 ， P2 ， … ， Pn

各测值的改正数为： δ1 ， δ2，… ， δn
r 个条件方程的应变不平衡量（或称改正数，相当于测绘学中的闭合差）为： ∆1 ， ∆2， ， ∆ r

设 A 为条件方程的系数矩阵， D 为改正数矩阵， E 为不平衡量矩阵， S 为应变测值矩

阵，即：

A
r × n

=
é

ë

ê

ê

êêê

ê
ù

û

ú

ú

úúú

ú
a11 a12 ⋯ a1n
a21 a22 ⋯ a2n
⋮ ⋮ ⋮ ⋮
ar1 ar2 ⋯ arn

， S
n × 1 =

é

ë

ê

ê

êêê

ê
ù

û

ú

ú

úúú

ú
s1
s2
⋮
sn

， D
n × 1 =

é

ë

ê

ê

êêê

ê
ù

û

ú

ú

úúú

ú
δ1
δ2
⋮
δn

， E
r × 1 =

é

ë

ê

ê

êêê

ê
ù

û

ú

ú

úúú

ú
Δ1
Δ2
⋮
Δ r

根据第一应变不变量原理，得到 r 个条件方程：

A
r × n ( )S

n × 1 + D
n × 1 = 0

r × 1 （8）
r 个不平衡量满足下式：

A
r × n

S
n × 1 = E

r × 1 （9）
从而得到 r 个条件方程的矩阵形式：

A
r × n

D
n × 1 + E

r × 1 = 0
r × 1 （10）

鉴于 n > r ，式（10）的解不唯一。我们需要的是改正数平方和 [ ]pdd = min（最小）的唯一一组改正

数： δ1， δ2，…， δn 。根据求条件极值的原理，设函数

Φ = F ( )δ1，δ2，…，δn = ( )p1δ
2

1 + p2δ
2
2 + … + pn δ

2
n - 2k1( )a11δ1 + a12δ2 + … + a1n δn + Δ1 -

2k2( )a21δ1 + a22δ2 + … + a2n δn + Δ2 - … - 2kr ( )ar1δ1 + ar2δ2 + … + arn δn + Δ r

（11）
其中 p1，p2，⋯，pn 为应变计观测值权（等精度时可取 1，不等精度可取代表其精度指标的方差

的 倒 数）， 系 数 -2k1， - 2k2，⋯， - 2kr 为 拉 格 朗 日 乘 数（或 称 联 系 数）。 设 联 系 数 矩 阵

K = ( )k1，k2，⋯，kr
T
，将式（11）改为矩阵形式：

Φ = D T PD - 2K T ( )AD + E （12）
为求函数 Φ 的极值，对上式（12）的变量 D 求一阶偏导，并令其为零，求解得到：

D T
1 × n

= K T
1 × r

A
r × n

P -1
n × n

（13）
将式（13）代入式（10），并设过渡矩阵

N = -( )AP -1 AT -1
（14）

得到联系数矩阵：

K = NE （15）
将式（15）带入式（13），注意到 N 为对称矩阵，即可求解得到改正数矩阵：
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D T
1 × n

= ΔT
1 × r

N
r × r

A
r × n

P -1
n × n

（16）
对上述推导细节感兴趣的读者，可参阅文献［18］。

4.2 九向应变计组应变不平衡量改正数 假定各应变计等精度，权矩阵 P 为单位矩阵。考虑图 1（d）
中的九向应变计组，根据其不平衡量方程（6）得到系数矩阵 A ：

A = æ
è
çç

ö

ø
÷÷

1 1 0 0 0 0 0 -1 -10 1 1 -1 -1 0 0 0 01 0 1 0 0 -1 -1 0 0
（17）

将式（17）带入式（14）得到过渡矩阵 N，进而得到：

D T
1 × 9 = ( )δ1 δ2 δ3 δ4 δ5 δ6 δ7 δ8 δ9

=
æ

è

ç
çç
ç

ö

ø

÷
÷÷
÷

Δ1
Δ2
Δ3

T æ

è

ç

ç

ç
çç
ç

ö

ø

÷

÷

÷
÷÷
÷

-2 9 -2 9 1 9 - 118 - 118 - 118 - 118 518 5181 9 -2 9 -2 9 518 518 - 118 - 118 - 118 - 118
-2 9 1 9 -2 9 - 118 - 118 518 518 - 118 - 118

（18）

改成工程上常用的形式即：

ì

í

î

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

δ1 = -2 9Δ1 + 1 9Δ2 - 2 9Δ3
δ2 = -2 9Δ1 - 2 9Δ2 + 1 9Δ3
δ3 = 1 9Δ1 - 2 9Δ2 - 2 9Δ3
δ4 = δ5 = - 118Δ1 + 518Δ2 - 118Δ3
δ6 = δ7 = - 118Δ1 - 118Δ2 + 518Δ3
δ8 = δ9 = 518Δ1 - 118Δ2 - 118Δ3

（19）

得到调整后的应变值： εi = si + δi， i = 1，⋯，9 。

4.3 七向应变计组应变不平衡量改正数 同样假定各应变计等精度，权矩阵 P 为单位矩阵可略去。

采用与上述相同的方式进行演算，考虑图 1（c）的七向应变计组，利用其不平衡量方程（4）得到系数矩

阵 A：

A = æ
è

ö
ø

0 1 1 -1 -1 0 01 0 1 0 0 -1 -1 （20）
将式（20）带入式（14）得到过渡矩阵 N，进而得到：

D T
1 × 7 = ( )δ1 δ2 δ3 δ4 δ5 δ6 δ7

= æ
è
ç

ö

ø
÷

Δ1
Δ2

T æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

115 -4 15 - 1 5 4 15 4 15 - 115 - 115
-4 15 115 - 1 5 - 115 - 115 4 15 4 15

（21）

改成工程上常用的形式即：

ì

í

î

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

δ1 = 115Δ1 - 4 15Δ2
δ2 = -4 15Δ1 + 115Δ2
δ3 = - 1 5Δ1 - 1 5Δ2
δ4 = δ5 = 4 15Δ1 - 115Δ2
δ6 = δ7 = - 115Δ1 + 4 15Δ2

（22）

得到调整后的应变值： εi = si + δi， i = 1，⋯，7 。

4.4 五向应变计组应变不平衡量改正数 对于五向应变计组，式（3）所示的改正数公式与条件平差法

的结果一致。对于应变计编号与图 1（a）或图 1（b）不一致的情况，写出与式（2）类似的不平衡量方程，

对不平衡量 Δ1 的贡献为正的应变计，其改正数为 - 1 4Δ1 ，反之为 1 4Δ1 。
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4.5 几点讨论 根据上面的演算结果，讨论如下：

（1）传统的应变不平衡量调整式（5）和式（7）的基本思路是按照一个平面内的四支应变计平分所在

平面内的不平衡量，没有明确的数学基础，不满足应变不平衡量改正数平方和最小的原则，对于不

完全相同的两个平面共用的应变计，其改正数（如公式（5）和（7）中的δ1、δ2和δ3）属强令相等取平均，没

有顾及应变计组中各应变计的空间相对位置关系，其他各支也同样存在数学处理与物理意义不符问题。

（2）考虑特殊情况：对于 9向应变计组，当 Δ1 = Δ2 = Δ3 = Δ 时，根据式（19）得到 δ1 = δ2 = δ3 = - 1 3Δ ;
δ4 = δ5 = δ6 = δ7 = δ8 = δ9 = 1 6Δ ，改正数平方和为 1 2Δ2 。而根据式（7）（即文献［7］中给出的公式）得到

δ1 = δ2 = δ3 = - 1 4Δ ， δ4 = δ5 = δ6 = δ7 = δ8 = δ9 = 1 4Δ ，各支应变计改正数（绝对值）一样，改正数平方和

为 9 16Δ2 ， 大 于 前 者 。 而 当 Δ1 = Δ2 = Δ，Δ3 = 0 时 ， 前 者 的 改 正 数 平 方 和 为 28 81Δ2 ， 后 者 为

45 81Δ2 ，比前者大了逾 60%。对 7向应变计组也有类似的结果。显然，这种具有严格数学基础的方

法得到的结果更合理。

（3）从一般意义上来说，式（19）和式（22）中代数表达式的结构清楚地表明，改正数与应变计组中

各应变计的空间相对位置关系有关：对于两个平面共用的应变计，其改正数关于两个平面的不平衡

量对称；仅在一个平面内的应变计，其改正数关于另外两个平面的不平衡量对称，显然具有清晰的

物理意义。

（4）鉴于式（19）和式（22）中各应变计的改正数与应变计的空间相对位置关系有关，对于编号与图

1中编号顺序不同的应变计组来说，需要调整编号顺序。为避免混淆或符号错误，基于物理概念，可

采用下述方法（利用前述算法数学上可严格证明，因篇幅所限，此处略去）：对 9向应变计组，以图 3
所示锦屏一级大坝的九向应变计组为例，首先写出不平衡方程：

ì

í

î

ï

ï

s1 + s3 - s2 - s4 = Δ1
s3 + s5 - s6 - s7 = Δ2
s1 + s5 - s8 - s9 = Δ3

（23）

然后区分两种情况：对于两平面共用的应变计，如 S1为 Δ1 和 Δ3 相应的两个平面共用，对改正数

的贡献为正，而对另一平面的改正数 Δ2 无贡献，其改正代数式中 Δ1 和 Δ3 的系数均为 -2 9 ， Δ2 相

应的系数为 1
9 ，s3和 s5类推；对于仅位于一个平面的应变计，如 s2和 s4仅在 Δ1 相应的平面，且对不

平衡量 Δ1 的贡献为负，对另外两个平面的改正数 Δ2 和 Δ3 无贡献，其改正代数式中的 Δ1 的系数为

5
18 ， Δ2 和 Δ3 的系数为 - 1

18 ，s6和 s7以及 s8和 s9类推。得到改正数公式：

ì

í

î

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

δ1 = -2 9Δ1 + 1 9Δ2 - 2 9Δ3
δ2 = δ4 = 518Δ1 - 118Δ2 - 118Δ3
δ3 = -2 9Δ1 - 2 9Δ2 + 1 9Δ3
δ5 = 1 9Δ1 - 2 9Δ2 - 2 9Δ3
δ6 = δ7 = - 118Δ1 + 518Δ2 - 118Δ3
δ8 = δ9 = - 118Δ1 - 118Δ2 + 518Δ3

（24）

对于 7向应变计组同样也可采用同样的方法。根据与公式（4）类似的不平衡量方程，区分三种情

况：对于两平面共用的应变计，如图 1（c）中 s3为 Δ1 和 Δ2 相应的两个平面共用，且对改正数的贡献均

为正，其改正代数式中 Δ1 和 Δ2 相应的系数为 - 1 5 ； s1仅在 Δ2 相应的平面，对 Δ2 的贡献为正，对

另一平面的改正数 Δ1 无贡献，改正代数式中的 Δ2 的系数为 - 4
15 ， Δ1 的系数为 1

15 ，s2类推；s4（=
s5）仅在 Δ1 相应的平面，对 Δ1 的贡献为负，对另一平面的改正数 Δ2 无贡献，改正代数式中 Δ1 的系数

为 4
15 ， Δ2 的系数为 - 1

15 ，s6（=s7）类推，即得到与式（22）类似的改正数公式。
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（5）若应变计组中的某支或某几支存在测值异常，不可直接套用式（19）和式（22），而应该根据具

体退化后剩余的不变量个数的情形而定，选择 7向或 5向的调整式（以及下述 8向或 6向调整公式）或

不进行调整。比如，图 1（d）中所示九向应变计组的 s8或 s9损坏数据不可用，则式（6）中第 3 式无意

义，s8和 s9不能进行平差调整，其他各支按 7向的公式进行调整；图 1（d）中所示九向应变计组两平面

共用的 s1损坏数据不可用时，平差调整按下式进行（可视为 8向应变计组平差调整）：

ì
í
î

s2 + s3 - s4 - s5 = Δ1
s2 - s3 + s6 + s7 - s8 - s9 = Δ2

（25）
ì

í

î

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

δ1 = 0
δ2 = - 1 4Δ1 - 1 6Δ2
δ3 = - 1 4Δ1 + 1 6Δ2
δ4 = δ5 = 1 4Δ1
δ6 = δ7 = - 1 6Δ2
δ8 = δ9 = 1 6Δ2

（26）

其中， s1 可以通过平面内插补得到。其他各支损坏的公式可类推。对于图 1（c）中所示七向应变

计组的 s3损坏数据不可用时，平差调整按下式进行（可视为 6向应变计组平差调整）：

s1 - s2 + s4 + s5 - s6 - s7 = Δ1 （27）
ì

í

î

ïï

ïï

δ1 = δ4 = δ5 = - 1 6Δ1
δ2 = δ6 = δ7 = 1 6Δ1
δ3 = 0

（28）

其中， s3 可以通过平面内插补得到。图 1（c）中所示七向应变计组的损坏 s3以外的 1支，按 5向的

公式进行调整。其他各支损坏的公式可类推。

（6）对于前述 2向、3向、6向应变计组，因为没有多余观测，不存在不平衡，自然也就没有不平

衡量调整的问题。

5 结论

本文利用条件平差的有关算法处理多向应变计组的不平衡量调整问题，得到如下结果：

（1）应变计组的不平衡量调整与测绘学的条件平差问题在数学上完全等价，利用其算法得到的 9
向、7向应变计组的应变不平衡量调整公式，与目前习用的公式相比，具有更严格的数学基础和更明

确合理的物理意义，有助于提高混凝土应变监测的数据质量。

（2）首次得到 9向、7向应变计组因无效及故障失效退化后的 8向、6向应变计组的应变不平衡量

调整公式。

（3）该方法也可用于研究不等精度测量问题。

（4）在应变不平衡量调整改正数计算前，应检查同组的应变计是否满足点温度和点应力条件。对

不满足点应力条件的应变计组，应检查各支应变计是否异常或存在系统误差；存在系统误差的应变

计，视为无效仪器。根据应变计组退化情况（排除无效及故障失效仪器），具备平差条件时，应用本

文给出的相关公式对剩余的正常工作的应变计进行应变不平衡调整计算。
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On the unbalanced strain adjustment for strain groups of concrete dam monitoring
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Abstract： Stress and strain is among the mandatory and major monitoring items for high concrete dams in
China. Currently there are some confusions and mistakes in prevailing publications about the unbalanced
strain adjustment for strain groups，which might cause systematic biases in concrete stress computation. In
this paper it is pointed out definitively that the unbalanced strain adjustment is mathematically equivalent
to the condition adjustment used in surveying. The condition adjustment algorithm was adopted to deal with
the unbalanced strain adjustment for strain groups with different numbers of strain gauges in a uniform way.
The formulae thus obtained，compared with the traditional ones，are featured by a more rigorous mathemati⁃
cal foundation and clearer physical meanings， and are helpful to data quality assurance in concrete strain
monitoring.
Keywords： concrete dam； stress and strain； strain group； unbalanced strain； condition adjustment algo⁃
rithm；data quality assurance
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