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摘要：针对蒙特卡罗随机有限元方法求解土石坝边坡小概率失效问题计算时间过长这一弊端，提出了基于链表筛

分法和 Kriging代理模型的混合子集模拟法。首先，利用链表筛分法计算初始样本点，并以初始样本点作为 Krig⁃
ing代理模型的训练样本点。然后在子集模拟法的分层模拟中采用 Kriging代理模型预测条件样本点的响应值，从

而可计算出土石坝边坡失效概率。最后，通过一个土石坝边坡算例来说明本方法相比其他方法所需要的计算时间

更少，更适合计算土石坝边坡小概率失效问题。
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1 研究背景

在工程实际中经常需要对一些小概率失效的土石坝进行安全性评价分类，例如水库土石坝的坝坡

稳定性安全评价（规范要求其失效概率数量级小于 10-5）。面对此类情况时，如果采用直接蒙特卡罗随机

有限元模拟方法则必须抽取 105数量级以上的样本才能估算其失效概率，导致计算时间冗长［1］。而子集

模拟法是一种针对小概率失效问题的分层抽样算法，在每一层中引入合理的中间失效事件，将小概率

问题表示成一系列较大的条件概率的乘积［2-4］。而计算每一层的条件概率所需要抽取的样本数量非常

少，因此它计算失效概率所要的样本总数量要远小于直接蒙特卡罗模拟方法需要的样本数量。另一方

面，很多商业岩土仿真软件常采用基于土的弹塑性本构的强度折减法计算边坡安全系数，该方法本质

上是一种弹塑性增量有限元方法，而且在边坡安全系数计算中还经常使用基于二分搜索法的强度折减

法来反复搜索边坡安全系数的上下界限以至消耗机时过长［5］，而链表筛分算法无需反复迭代搜索边坡

安全系数的上下界限，从而能快速计算多个样本点的安全系数。因此可以在子集模拟法的第一层初始

样本点的响应值计算中采用链表筛分算法来节省计算机时。而在子集模拟法的其余分层模拟中，可通

过经过初始样本点训练后的Kriging代理模型来预测条件样本点的响应值，从而能进一步节省机时。

本文根据以上分析，提出了基于链表筛分法和 kringing代理模型的混合子集模拟法，并通过算例

说明本方法的有效性。

2 基于链表筛分法和 Kriging代理模型的混合子集模拟法

2.1 链表筛分法 链表筛分法能自动计算出按边坡安全系数FS 大小升序排列的样本集，其算法原理
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框图见图 1所示［5］。从图中可看到土性参数黏聚力c = (c1，c2， ...，cN )和内摩擦角φ = (φ1，φ2， ...，φN )是
输入宗量，是对边坡土性参数c和φ分别进行直接蒙特卡罗模拟时产生的样本。当边坡土性参数的赋

值为样本对(cj ，φ j )时可计算得到相应的边坡安全系数FS (cj ，φ j )，( j = 1，2，…，N )。图 1所示的边

坡安全系数初始顺序搜索区间为FOS (l )= (M/LMAX )*l， (l = 1，2， ...)，LMAX（l代表加载的增量步序列

号，LMAX 代表最大增量步数）。然后利用弹塑性有限元增量加载的计算特性，在第l次增量步计算中

筛选出达到最大迭代次数i = IMAX 的样本点（i代表迭代序列号），该样本点对应的边坡安全系数就是

FOS (l )。因此，链表筛分算法实际具有按边坡安全系数从小到大增量顺序搜索这一特性，所以输入

土性参数c和φ，可以自动计算出按边坡安全系数从小到大顺序排列的安全系数FS。而如图 2所示商

业软件中采用的二分搜索法要进行直接蒙特卡罗模拟时，只能按样本产生的顺序(cj ，φ j )来计算对应

的FS (cj ，φ j ) ( j = 1，2，…，N )。另外，二分法常常需要把搜索上下界限设置为固定常数（图 2中 t1=
0， t2=5），这样会导致当边坡的实际安全系数远小于二分法初始上界时，二分法搜索目标安全系数耗

时过长。

2.2 Kriging模型 Kriging模型假定系统样本x的响应值为随机过程函数 y (x )，由回归模型和随机误

差组成［6］，即

y (x )= å
j = 1

p

β j f j (x ) + z (x ) （1）
式中； β j 为回归系数； f j (x )为基函数； z (x )为二阶平稳的随机过程。

另外，Kriging模型采用已知样本x1，x2，…，xm的响应值 y1，y2， ...，ym 的线性组合来预测待测

样本点x的响应值，即

形成总刚矩阵［K］并分解
M=0.1， LMAX=1，FOS=（M/LMAX）（1：LMAX）
读入φ andc， 创建链表函数 CreateList(φ，c，head )

Do while（.TRUE.）
P-＞head

While（p-＞not null）
For l=1，2，，IMAX
φ f=arctan（tanφ /FOS（l））

cf=c/FOS（l）
体荷载{ }Fb 清零

总粘塑性应变{ }Δε
vp

清零
For i=1，2，，IMAX

荷载增量{ }F i = { }Fa +{ }Fb
i

求解［K］{ }U i ={ }F i

通过比较位移U i 和位移U i - 1来判断收剑性

l<LMAX
DeleteList(p，head)

p->p.next
跳转到

Whie(p->not null)

head->not null
p->p.next

FOS=FOS+M

l=LMAX i<LMAX i=LMAX

head->null

图 1 链表筛分法程序结构框图
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ŷ (x )= å
i = 1

m

ci yi （2）
由于 Kriging对 ŷ (x )采用的是无偏估计，则需使其预测值的均方误差E [( ŷ (x )- y (x ))2]达到最小值。

这样便可求出系数c1，c2， ...，cm及 ŷ (x )。详细推导步骤可参见相关文献，在此不做赘述。

形成总刚矩阵［K］并分解
读入φ和 c

Do While（j<=N）

t1=0，t2=5，t=（t1+t2）/2
While（abs（t1+t2）>eps）

φf =arctan（tanφj/t）
cf=cj/t

体荷载{ }Fb 清零

总粘塑性应变{ }Δε
vp

清零

For l=1，2，，IMAX
荷载增量{ }F i = { }Fa +{ }Fb

i

求解［K］{ }U i ={ }F i

通过比较位移U i 和位移U i - 1来判断收剑性

{ }Δε vp i

e
{ }Δσ

i

e

i<LMAX i=LMAX
t1=t
t2=t2

t1=t1
t2=t

t=（t1+t2）/2

{ }Fb i

图 2 二分法程序结构框图

2.3 子集模拟法 结构的失效概率可以表示为

pf = P (y (x )< 0)=  fX (x )dx （3）
式中： fX (x )= fX (x1，x2，…，xn )是随机变量X = (X1，X2，…，Xn )T 的联合概率密度函数； y (x )是极限

状态函数； y (x )< 0代表结构失效。

对于边坡稳定失效时，极限状态函数 y (x )可以表示为

y (x )= FS (x )- 1 （4）
式中：x一般是边坡土层的土性参数；FS (x )是把x输入边坡稳定分析程序后计算得到的边坡安全系数。

在子集模拟中，一个很小的结构失效概率 pf 被认为是一系列较大的条件失效概率的乘积［7］

pf = P (FS < 1)= P (F )= P (F1)Õ
i = 2

m

P (Fi |Fi - 1) （5）
式中：Fi = { }FS < fsi ， (i = 1，2，，m )， 表示一系列中间失效事件；P (Fi )= P (FS < fsi )表示中间失
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效 事 件 Fi 发 生 的 概 率 ； fsi 表 示 中 间 失 效 事 件 Fi 发 生 的 阈 值 ； 这 些 阈 值 的 大 小 顺 序 依 次 为

fs1 > fs2 >fsm = 1；这 些 中 间 失 效 事 件 满 足 包 含 关 系 F1 É F2 É É Fm = F ；P (Fi |Fi - 1)= P (FS < fsi

|FS < fsi - 1)表示已知中间失效事件Fi - 1发生时，中间失效事件Fi发生的概率。由于P (Fi |Fi - 1)的概率大于P (F )，
所以需要的样本数量也要少，另外在子集模拟中，用马尔可夫蒙特卡罗法（Markov Chain Monte Carlo，
MCMC）［8］计算P (Fi |Fi - 1)所需要的样本数量也远小于直接蒙特卡罗方法。

2.4 基于混合子集模拟法的边坡失效概率计算 如研究背景中所提到的， 可以利用链表筛分算法自

动计算出按边坡安全系数大小升序排列的样本集。这一样本集合可以作为子集模拟法的第一层有序

样本集，并用该样本集来训练 Kriging模型。然后在子集模拟法的中间事件的样本模拟中采用 Kriging
模型预测各个条件样本点的边坡安全系数。具体做法如下

（1）步骤 1。用直接蒙特卡罗模拟方法产生 N个独立同分布的样本x (1)
j ，( j = 1，2，，N ) 。

（2）步骤 2。利用链表筛分法计算按升序排列的边坡安全系数 FS (x (1)
j )即样本 x (1)

j 的响应值，

( j = 1，2，，N )。取其升序排列后的第 Np0 + 1个值作为第一层中间失效事件发生的阈值 fs1。

（3）步骤 3。利用样本 x (1)
j 及其响应值FS (x (1)

j )( j = 1，2，，N )来构建 Kriging模型。

（4）步骤 4。从落在Fi - 1 = { }FS < fsi - 1 ，(i = 2，3，，m )失效域的Np0个样本出发，利用马尔克夫蒙特卡罗

法 产 生 其 余 条 件 样 本 x (i )
j ， (i = 2，3，，m， j = Np0 + 1，Np0 + 2，，N ) ， 条 件 样 本 集

{ }x (i - 1)
1 ，x (i - 1)

2 ，，x (i - 1)
Np0

，x (i )
Np0 + 1，x (i )

Np0 + 2，，x (i )
N 可以记为 { }x ′(i )

j ： j = 1，2，，N 。

（5）步 骤 5。 用 Kriging 模 型 预 测 FS (x (i )
j )， (i = 2，3，，m， j = Np0 + 1，Np0 + 2，，N ) 。 把

FS (x ′(i )
j )，( j = 1，2，，N ) 按升序排列后的第Np0 + 1个值作为中间失效事件Fi 发生的阈值 fsi 。

（6）步 骤 6。 重 复 步 骤 4 和 步 骤 5 直 到 进 入 第 m 层 失 效 域 Fm = { }FS < fsm 。 此 时 条 件 概 率

P ( )Fm|Fm - 1 的估计值为Nf N 。（Nf 是落在失效域 Fm 的样本数量）。

（7）步骤 7。分层结束后，可计算结构的失效概率估计值 p̂ f = p (m - 1)
0 × Nf /N 。

3 土石坝边坡可靠度计算实例

3.1 计算实例 本节用一个关于土石坝边坡稳定失效概率计算的例子来说明所提方法的有效性。这

一算例来自于文献［9］。边坡的几何形状及土层划分如图 3 所示。边坡各土层的土性参数如表 1 所

示。表中属于随机变量的土质指标均认为服从对数正态分布。有限元计算采用八节点四边形单元的

平面应变模型。为了和文献［9］对比，这里的有限元模型也划分为 1 407个单元。约束条件是边坡的

底边界固定约束，左右边界水平约束。土体本构采用理想弹塑性模型和摩尔-库伦破坏准则。

3.2 本文方法计算结果 图 4 给出第一层全部样本FS (x (1)
j )( j = 1，2，，N )的频率直方图（本例中

N = 300），从频率直方图中能看出边坡安全系数最小值约为 1.2，边坡安全系数最大值约为 3.9。这说

明直接蒙特卡罗模拟法的抽样中心远离失效域FS ≤ 1。图 5（a）显示出由子集模拟法第二层的第一个

样本 x (2)
1 产生的条件样本点的响应值FS (x (2)

j )( j = Np0 + 1，Np0 + 2，，Np0 + 9)。因为在本例中假定

p0 = 0.1，所以马尔可夫链的长度L = 9。从图 5（a）中可以看出由于满足 Metropolis-Hasting算法的接受

准则，初始状态需要进行更新，因此FS (x (2)
Np0 + 1)移动到FS (x (2)

Np0 + 2)。而FS (x (2)
Np0 + 3)与FS (x (2)

Np0 + 4)相等是因为

不满足 Metropolis-Hasting算法的接受准则，所以即时状态保持不变。图 5（b）显示出由子集模拟法第

四层的第一个样本 x (4)
1 产生的条件样本点的响应值FS (x (4)

j )( j = Np0 + 1，Np0 + 2，，Np0 + 9)。从图 5
（b）中可以看出这些样本点全部落在失效域FS ≤ 1。这也说明子集模拟法通过分层模拟条件样本点，

容易抽取到落入FS ≤ 1失效域内的样本点。
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表 1 各土层的土性参数

土层

初期黏土层

二期黏土层

砂滤层

坝基砂土层

铺盖

土质参数

c1/kPa
φ1/

γ1/（kN/m3）

c2/kPa
φ2/

γ2/（kN/m3）

φ fltr/
γ fltr/（kN/m3）

c /kPa
φ /

γ/（kN/m3）

c fill/kPa
φ fill/

γ fill/（kN/m3）

均值

117.79
8.5
22

143.64
15
22
35
22
5
18
20
5
35
25

变异系数

0.5
1
-

0.55
0.6
-
-
-
-
-
-
-
-

相关系数

＋0.1

-0.55

1 1.4 1.8 2.2 2.6 3 3.4 3.8

35
30
25
20
15
10
5
0

频
率

图 4 首层全部样本响应值FS(x
(1)

)的频率直方图

0123456789100.6 0.7 0.8 0.9 1 1.1 1.2
安全系数（FS）

（a）x (2)
1 产生的条件样本点的响应值和

马
尔

科
夫

链
长

度
L

0123456789100.6 0.7 0.8 0.9 1 1.1 1.2
安全系数（FS）

（b）x (4)
1 产生的条件样本点的响应值

马
尔

科
夫

链
长

度
L

图 5 不同条件样本点响应值

为了说明 Kriging代理模型在分层模拟中的预测效果，图 6（a）给出了 Kriging代理模型对条件样本

点 x (2)
j 的响应值FS (x (2)

j )( j = Np0 + 1，Np0 + 2，，Np0 + 9)的预测值与有限元法算出的边坡安全系数

（即目标值）的对比。图中 9个圆圈的中心位置非常靠近与坐标轴成45夹角的直线（其中有 3个圆圈的

中心是重合的），说明 Kriging代理模型对分层模拟的第二层条件样本点的响应值预测效果显著。图 6

土石坝边坡小概率失效计算方法 杜建刚 徐佳成 罗显枫 李 昕

图 3 边坡的几何形状及土层分区 （单位：m）
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（b）给出了 Kriging代理模型对条件样本点x (4)
j 的响应值( j = Np0 + 1，Np0 + 2，，Np0 + 9)的预测值与有

限元法算出的边坡安全系数（即目标值）的对比。图中 9个圆圈的中心位置非常靠近与坐标轴成45夹

角的直线（其中有 4个圆圈的中心是重合的），说明 Kriging代理模型对分层模拟的第四层条件样本点

的响应值预测效果同样显著。

3.3 本文方法与其它方法比较 图 7（a）显示了链表筛分法计算FS (x (2)
Np0 + 1)时在弹塑性有限元分析的每

一增量步中所需要的迭代数。从图中可以看出当强度折减系数接近目标边坡安全系数时，则对应该

0.8 0.9 1 1.1 1.2

1.2

1.1

1

0.9

0.8
目标值 （FS）

（a） x ( )2
1 产生的条件样本点的响应值预测效果

0.8 0.9 1 1.1 1.2

1.2

1.1

1

0.9

0.8
目标值 （FS）

（b） x ( )4
1 产生的条件样本点的响应值预测效果

图 6 不同条件样本点的响应值预测效果
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由于在子集模拟的第四层中有 212个失效样本点落入失效域F4 = { }FS < fs4 = 1 ，所以本方法的计算

结果为边坡失效概率 pf = 0.00071。由于 pf = Φ(-β )， 这里Φ(·)代表标准正态分布的累积分布函数。所

以可以得到边坡的可靠度指标 β = 3.19。因此，本方法的计算结果不仅很接近文献［9］采用直接蒙特卡

罗模拟方法计算的边坡失效概率 pf = 0.0007，也很接近文献［9］采用神经网络响应面方法计算的边坡

可靠度指标 β = 3.219。这充分说明本方法对计算土石坝边坡的小概率失效问题非常有效。为了进一步

说明本方法的计算效率， 图 7到图 9还给出了本文方法与其他方法的比较。
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另外，如果采用直接蒙特卡罗方法计算边坡失效概率，则只需判断FS (x )< 1是否为真，而不用去

计算FS (x )，所以需要的总迭代数只相当于验算强度折减系数为 1时的迭代数。如图 9（a）所示判断第

一层最小边坡安全系数样本min ( )FS (x (1)
j ) < 1 ( j = 1，2，，N )所需要的迭代数是 9，而利用顺序搜索

法计算其安全系数所经历的迭代总数为 2+2+2+2+2+2+2+2+9+9+14+17+21+28+43+89+154+252+500=
1152。如图 9（b）所示判断第一层最大边坡安全系数样本max ( )FS (x (1)

j ) < 1 ( j = 1，2，，N )所需要的

迭代数是 2，而利用顺序搜索法计算其安全系数所经历的迭代总数为 2*30+6+13+18+21+28+37+41+
56+60+68+145+ 226+304+367+433+500=2383。因此，判断FS (x )< 1是否为真所需要的迭代数远远少

于计算FS (x )所需要的迭代总数。但是考虑到本算例的失效概率

在10-4这个数量级上，所以必须进行104数量级以上的直接蒙特卡

罗模拟抽样才能得到满意结果。而子集模拟法在本算例的初始样

本抽取即第一层抽样中只需要计算 300个样本点的FS 值，在其余

各分层抽样需要各自计算 270个样本点的FS 值。所以不采用 Krig⁃
ing代理模型的子集模拟法总共需要计算 1110个样本点的FS值。

而采用 Kriging代理模型后，只需要计算 348个样本点的FS值（T1
其中 48个样本点为第二到四层中为提高 Kriging预测精度所增设

的样本点）。所以图 10给出了方法 1（T1直接蒙特卡罗法），方法 2
（T2子集模拟法+链表筛分法），方法 3（T3子集模拟法+二分法+Krig⁃
ing）和方法 4（T4子集模拟法+链表筛分法+Kriging）的时间对比。从图中显示，方法 4即本文所提方法所

用时间最少，约为方法 1的一半。如果遇到失效概率更小的算例时，则本文方法的优点会更加明显。

4 结论

本文提出了一种土石坝边坡小概率失效计算方法。该方法利用链表筛分算法自动计算出按边坡

安全系数大小升序排列的样本集。这一样本集合可以作为子集模拟法的第一层有序样本集。然后第

强度折减系数的增量步中所需要的迭代数也迅速增加。如图所示，顺序搜索的总迭代数为 2+2+2+2+
2+2+2+4+9+9+25+35+67+135+216+500=1014。图 7（b）显示了二分法计算FS (x (2)

Np0 + 1)时对每一次的强度

折减系数计算时所花的迭代数。从图中可以看到二分搜索的总迭代数为 500+500+2+16+235+500+
400+500=2653。图 8（a）显示了链表筛分法计算FS (x (4)

Np0 + 1)时在弹塑性有限元分析的每一增量步中所需

要的迭代数。从图中能看出当强度折减系数接近目标边坡安全系数时，则对应该强度折减系数的增

量步中所需要的迭代数也迅速增加。如图所示，总迭代数为 2+2+2+2+2+9+15+18+26+43+117+295+
500=1033。图 8（b）显示了二分法计算FS (x (4)

Np0 + 1)时对每一次的强度折减系数计算时所花的迭代数。从

图中可以看到总迭代数为 500+500+17+500+500+35+300+500=2852。
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一层样本集可以用来训练 Kriging代理模型。接着在子集模拟法的中间事件的样本模拟中采用 Kriging
代理模型来预测条件样本的边坡安全系数，这样可以避免对条件样本点的弹塑性有限元计算。另

外，该方法所采用的子集模拟部分引入了合理的中间失效事件将失效概率表达为一系列较大的条件

失效概率乘积，因此只需要在子集模拟的每一层计算中抽取少量样本点，就能使抽样中心快速向失

效域移动。对于本文所提供的 10-4数量级的边坡稳定的失效概率求解范例中，只需要进行子集模拟

的四层抽样计算，就能和直接蒙特卡罗模拟方法的结果非常接近。这足以说明本文所提方法的有效

性。此外，通过本文方法与直接蒙特卡罗方法的计算时间分析比较中，可以看出本文方法更适合计

算边坡小概率失效问题。
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Calculation of small failure probability in slopes of earth dams

DU Jiangang1，XU Jiacheng1，LUO Xianfeng2，LI Xin2

（1. China International Engineering Consulting Corporation，Beijing 100048，China；

2. Dalian University of Technology， Dalian 116023，China）

Abstract：A hybrid subset simulation approach based on the linked-list sifting method and Kriging surro⁃
gate model is proposed to overcome the drawback that it takes long time for the Monte-Carlo-based sto⁃
chastic finite element method to calculate small failure probability in slopes of earth dams. First， the
linked-list sifting method is adopted to calculate initial sample points that can be used for training the
Kriging surrogate model. Next， the Kriging surrogate model is used to predict the response values of condi⁃
tional sample points at different levels of subset simulation，which are used to determine the slope failure
probability. Finally， a slope example of an earth dam is given to illustrate that the proposed approach
costs less time than other approaches， which is more suitable to calculate small failure probability in
slopes of earth dams.
Keywords：subset simulation；linked-list sifting method；slope reliability；Kriging surrogate model
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