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摘要：基于 Saint-Venant方程组的守恒形式，重构了各物理变量在单元格边界的黎曼状态值，实现了各变量在计

算区域内的二阶精度分布。在此基础上，构造了对流通量项的具有标量耗散特征的有限体积法，并在地表水位相

对高程梯度离散式中引入额外空间离散项，该项在有水区域为零，并在无水区域能与地表水位相对高程梯度项相

互抵消，从而正确描述地表水位相对高程梯度的真实作用。采用双时间步法对 Saint-Venant方程组的空间离散式

进行全隐式离散，实现了无条件稳定求解。选取了 2个典型算例，采用数量呈倍数递减的 3种时间步长进行数值

模拟，通过与解析解和实测结果进行对比，验证了数值解法的模拟效果和收敛性。结果表明，建立的数值解法能

以优良的拟合度模拟不同断面几何约束下的溃坝过程，模拟结果表现出了良好的收敛性。
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1 研究背景

Saint-Venant方程组由雷诺平均的 Navior-Stokes方程组沿垂向积分平均获得，是描述地表浅水运

动的基本方程［1-5］。在地表浅水流的数值模拟中，为获得优良的物理（质量与动量）守恒性和有效捕捉

浅水波（间断波与稀疏波），在空间离散格式方面往往基于 Saint-Venant方程组的双曲守恒形式建立通

量差分分裂（Flux Difference Splitting，FDS）类型的有限体积法［5-6］，例如 Roe 格式和 HLL/HLLC 格式

等，其具有物理意义明确清晰的优点，但结构比较复杂，耗散项具有显著的向量特征，致使效率较

低［7-8］。与之相应，时间格式方面多采用显式，但严格的稳定性条件导致了低效率。虽然已有学者建

立了 FDS类型有限体积法的全隐时间格式［9］，但空间离散格式的结构复杂和较低效率，使其无法发挥

隐时间格式高效率的优点。Liou等指出［10］，在数值求解双曲类方程时，隐时间格式适宜与结构简洁

且高效率（耗散项具有典型的标量特征）的矢通量分裂（Flux Vector Splitting，FVS）类型的有限体积法

相结合，从而达到高精度和高效率的统一。

本文基于 Saint-Venant方程组的守恒形式，针对对流通量项建立了 FVS类型的标量耗散有限体积

法。通过增加代数项，使得地表水位相对高程梯度项的中心差分格式在整个计算区域内均能严格地

满足静水条件下其值为零的物理条件。借助双时间步法，实现了 Saint-Venant方程组空间离散的无条

件稳定全隐式解法。最后借助 2个典型算例，验证解法的模拟效果。

2 控制方程

Saint-Venant方程组包括质量与动量守恒方程，其守恒形式表达如下［11］：

∂A∂t
+ ∂Q

∂x
= 0 （1）
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式中：A 为过流断面面积（m2）；Q 为通过任意断面的流量（m3/s）；z=zb+h 地表水位相对高程，且 zb为地

表相对高程，h 为地表水深（m）， t为时间坐标（s）；x 为空间坐标（m）； g 为重力加速度（m/s2）；R 为水

力半径（m）。

数值求解时往往采用式（1）和（2）的向量表达式：

∂U∂t
+ ∂F∂x

= S ζ + S f （3）
式中：U 为因变量向量；F 为对流通量；S ζ 和S f ， 分别为地表水位相对高程梯度向量和地表糙率向

量。各向量的表达式如下：
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3 数值解法

3.1 空间离散 在任意空间单元格 i上对式（3）进行空间积分如下：

i - 1/2
i + 1/2 ∂U∂t

dx + i - 1/2
i + 1/2 ∂F∂x

dx = i - 1/2
i + 1/2

S ζ dx + i - 1/2
i + 1/2

S f dx （5）
式中的下标（i+1/2）和（i-1/2）分别用于标记单元格 i的左右两侧边界。

3.1.1 物理变量的二阶精度重构 对地表水位变量 z 在任意单元格 i 边界（i+1/2）两侧的状态值 zi+1/2，L
和 zi+1/2，R进行空间重构如下：

ζi + 1/2，L = ζi + 12 Δζi，ζi + 1/2，R = ζi - 12 Δζi + 1 （6）
采用min mod限制器［12］计算式（6）中的Δζi 和Δζi + 1。
对地表水流速度 u、水深 h 等其它物理变量在任意单元格 i 边界（i+1/2）、以及其他边界两侧的相

应状态值进行空间重构的过程与地表水位相同。

单元格 i边界（i+1/2）两侧的地形相对高程值计算如下［12］：

hi + 1/2，L = ζi + 1/2，L - zb， i + 1/2，L，hi + 1/2，R = ζi + 1/2，R - zb， i + 1/2，R （7）
若单元格无水、或有水单元格紧邻无水区域，则其边界变量值采用单元格中心值。

3.1.2 物理变量的黎曼状态重构 基于各浅水运动物理变量的二阶精度重构值，构造黎曼状态的目

的，是正确计算通量值并捕捉间断波（包括干湿边界）［12］。地形相对高程、地表水深、水位和单宽流

量的黎曼状态分别重构如下：

zb， i + 1/2 = max ( )zb， i + 1/2，L，zb， i + 1/2，R （8）
h ∗

i + 1/2，L = max ( )0，ζi + 1/2，L - zb， i + 1/2 ，h ∗
i + 1/2，R = max ( )0，ζi + 1/2，R - zb， i + 1/2 （9）

ζ ∗
i + 1/2，L = h ∗

i + 1/2，L + zb， i + 1/2，ζ ∗
i + 1/2，R = h ∗

i + 1/2，R + zb， i + 1/2 （10）
q ∗

i + 1/2，L = ui + 1/2，L h ∗
i + 1/2，L，q ∗

i + 1/2，R = ui + 1/2，R h ∗
i + 1/2，R （11）

3.1.3 对流通量梯度项的数值离散 利用散度定理于式（5）中的对流通量梯度积分项，可获得如下表

达式：

i - 1/2
i + 1/2 ∂F∂x

dx =
F i + 1/2 - F i - 1/2

Δx
（12）

式中：F i + 1/2和F i - 1/2为通过单元格边界（i+1/2）和（i-1/2）的因变量对流数值通量。

F i + 1/2标量耗散有限体积法表达如下：

F i + 1/2 = 12 ci + 1/2Fri + 1/2( )U i + 1/2，L + U i + 1/2，R - 12 ci + 1/2|Fri + 1/2|( )U i + 1/2，R - U i + 1/2，L （13）
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式中：ci+1/2为地表浅水的重力波速（m/s）。

借助 Liou［10］在空气动力学中构造的 AUSM格式，将式（13）中的 ci+1/2和 Fri+1/2分别定义如下：

ci + 1/2 = 12 ( )g Ai + 1/2，R Bi + 1/2，R + g Ai + 1/2，L Bi + 1/2，L （14）
Fri + 1/2 = λ+

i + 1/2，L + λ-
i + 1/2，R （15）
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基于式（13），式（12）中的对流数值通量差值表达如下：

F i + 1/2 - F i - 1/2 = α i U i - 1 + β i U i + γ i U i + 1 + η i （18）
式（18）中的系数表达式如下：

α i = - 12
~c i - 1/2( )Fri - 1/2 + ||Fri - 1/2 （19）

β i = 12 [ ]~c i + 1/2( )Fri + 1/2 + ||Fri + 1/2 - ~c i - 1/2( )Fri - 1/2 - ||Fri - 1/2 （20）
γ i = 12

~c i + 1/2( )Fri + 1/2 - |Fri + 1/2| （21）
η i = - 14

~c i + 1/2( )||Fri + 1/2 - Fri + 1/2 DU i + 1 +
14 [ ]~c i + 1/2( )Fri + 1/2 + |Fri + 1/2| + ~c i - 1/2( )Fri - 1/2 - ||Fri - 1/2 DU i -
14
~c i - 1/2( )Fri - 1/2 + |Fri - 1/2| DU i - 1

（22）

3.1.4 水位梯度项的数值离散 通过改进借助 Liang等［12］成果，地表水位相对高程梯度空间离散格式

如下：

∂ζ
∂x

=
ζi + 1/2 - ζi - 1/2

Dx
- Dzbi - 1/2 - Dzbi + 1/2 （23）

式（23）中右侧第二和第三项分别表达如下：

Dzbi - 1/2 = 1
Dx

max ( )0，zbi - 1/2 - ζi - 1/2，R （24）
Dzbi + 1/2 = 1

Dx
max ( )0，zbi + 1/2 - ζi + 1/2，L （25）

zbi - 1/2 = 1
Dx

max( )zbi - 1/2，L，zbi - 1/2，R （26）
zbi + 1/2 = 1

Dx
max ( )zbi + 1/2，L，zbi + 1/2，R （27）

在无水区域，式（23）中的右侧所有项恰好等于零，这正确描述了无水区域内没有水位梯度驱动

力的事实。

3.1.5 地表糙率向量的空间离散 在任意空间单元格 i上地表糙率向量表达如下：
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3.2 时间离散 采用二阶精度时间离散格式对式（5）的空间离散表达式处理如下：

3U n + 1
i - 4U n

i + U n - 1
i2Dt

+ 1
Dxi

α n + 1
i U n + 1

i - 1 + 1
Dxi

β n + 1
i U n + 1

i + 1
Dxi

γ n + 1
i U n + 1

i + 1

= S n + 1
ζ， i + f n + 1

i U n + 1
i + S n + 1

in， i - 1
Dxi

η n + 1
i

（29）

为无条件稳定地数值求解式（29）的目的，采用双时间步法对其处理如下：
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式中：上标“p”为虚拟时间迭代步；Dτ为虚拟时间步长。

经过合并同类项整理后，式（30）表达如下：

ri α
n + 1，p

i U n + 1，p + 1
i - 1 + ( )3 + ri β

n + 1，p
i + ω - I n + 1，p

i + f n + 1，p
i U n + 1，p + 1

i + ri γ
n + 1，p

i U n + 1，p + 1
i + 1

= 2DtS n + 1，p
ζ， i - ri η

n + 1，p
i + ωU p

i + 4U n
i - U n - 1

i

（31）

式中：ri = 2 Dt
Dxi

；ω = 2 Dt
Dτ

。

3.3 初始和边界条件设置 无论真实时间步长Dt取何值，选取适当的虚拟时间步长Dτ，使得式（31）
的系数矩阵始终保持对角占优，则该式即能始终保持收敛，达到无条件稳定。然而，较大时间步长

意味着较大的数值耗散，故真实时间步长应根据物理问题的特征进行选取。

初始条件分为给定水深与流速、和无水深与流速两种情景。由于无水深 h=0是糙率项的奇点，故

假设初始水深 h0=10-10m［12］。

边界条件包括入流、出流和无流三种条件。三种边界条件均借助镜像单元格方法给定。无流边

界条件下计算域边界单元格的外边界流速和水位梯度均设置为零。入流和出流边界条件，则依据流

态是否为亚临界或超临界流态，分别给定相应的物理和数值边界条件，可详见文献［12］。由此设置

的边界条件满足二阶精度［12］。

4 数值模拟验证

选取文献中 2个标准算例，验证上述建立的数值解法的模拟效果。任意算例均采用时间步长呈倍

数递减的三组模拟结果与解析或实测值进行对比，以达到验证模拟结果的时间收敛性［13］。

4.1 矩形断面下河床有水的溃坝过程 若不考虑矩形河床糙率，描述河床有水溃坝过程的 Saint-Ve⁃
nant方程存在解析解［14］。假设河床长度 2 000 m，宽度 1 m，在距离上游 1 000 m的位置有高度 1m的水

坝，坝后水深 1 m，下游河床水深 0.1 m。该算例用于验证数值解法捕捉激波和稀疏波、以及模拟水

流由亚临界态向超临界态演变的能力。

采用尺寸Dx =1 m 的单元格离散计算区域，图 1 给出了模拟结果与解析值之间的比较。可以看

出，不同单元格尺寸下，模拟结果与解析解之间均具有良好的拟合度；随着时间步长以倍数递减，

模拟值迅速收敛至解析解，表明数值解法具有优良的模拟效果和收敛性。

4.2 矩形水槽断面急剧收缩的溃坝过程 矩形水槽的坡度为 0.005，长度为 122 m，宽度为 1.22
m［14］。糙率系数为 0.009 s/m1/3。沿水槽纵向中点处有一个高 0.305 m 的水坝，坝前水位与坝高持平。

解析解

图 1 矩形断面河床有水时溃坝水位解析解与模拟结果比较（t=200s）
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5 结论

基于 Saint-Venant方程组的守恒形式，重构了各物理变量在单元格边界的黎曼状态值，实现了各

变量在计算区域内的二阶精度分布。基于因变量对流通量是傅汝德数函数的事实，构造了因变量对

流通量的标量耗散有限体积法，具有结构简洁、计算效率和模拟精度高的优点。通过增加构造的代

数项，使地表水位相对高程梯度项的中心差分离散格式能适用于有水、无水和干湿边界等整个计算

区域。采用双时间步法，实现了 Saint-Venant方程组空间离散式的全隐时间格式离散，实现了无条件

稳定求解。

选取文献中 2个标准算例，系统验证了上述建立的数值解法的模拟效果。任意算例均数量呈倍数

递减的三个时间步长进行数值模拟，模拟结果与解析解及观测值的对比表明，数值解法能以优良的

精度模拟出不同断面形式下的溃坝过程，模拟结果表现出了良好的收敛性。
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Full implicit solution with scalar-dissipation finite-volume approach

for Saint-Venant equations

XIA Qingfu1，YU Hongjing1，ZHU Rui2，ZHANG Shaohui1，GUO Xinlei1
（1. State Key Laboratory of Simulation and Regulation of Water Cycle in River Basin，

China Institute of Water Resources and Hydropower Research，Beijing 100038，China；

2. Construction Supervision Center of the South to North Water Diversion Project，Beijing 100038，China）

Abstract： Based on the conservative form of Saint-Venant equations， the Riemann state value of each
physical variable in the cell boundary was reconstructed， and the two order accuracy distribution of each
variable in the computational domain was realized. On this basis， the finite-volume scheme with scalar dis⁃
sipation is constructed for the convective fluxes. In order to describe the real physical impact of the rela⁃
tive elevation gradient of water level，extra space discretization is added in the discrete term of relative ele⁃
vation gradient of water level. This term is equal to zero at the wetted region，and can be counteracted by
the term of relative elevation gradient of water level at the dry area. Dural time-step algorithm is used for
the fully implicit discretization the time terms in Saint-Venant equations. Therefore， the unconditional stabil⁃
ity of solution is achieved. Finally， two typical examples are given to verify the stability and convergence
of this new numerical solution.
Keywords：unsteady flow；fully implicit scheme；scalar dissipation；finite-volume approach
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