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摘要：有限时段源一维水质模型的求解及其简化为按瞬时源处理的判别条件，对事故性排放污水的应急计算具有

十分重要的意义。在等强度有限时段源条件下，采用变量替换和拉普拉斯变换方法，求解了河流污染物浓度分布

的解析解。在不同的简化条件下，讨论了该解析解与可对比解析解的一致性。定义了排放数 Wt =u2t0/Dx，提出了

有限时段源可以按瞬时源计算的临界时间 tk（Wt）方程和简化判别条件：当扩散历时 t＜tk，按有限时段源的浓度分

布公式计算；当扩散历时 t≥tk，按瞬时源的浓度分布公式计算。
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在《建设项目环境风险评价技术导则》［1］中指出：有毒有害物质进入水环境的途径包括事故直接导

致和事故处理处置过程间接导致，污染物进入水体的方式一般包括“瞬时源”和“有限时段源”。但在

该导则中并未给出有限时段源一维水质模型的求解，对后者若排放数小时仍按瞬时源模型来处理，

会给环境风险防范与应急工作带来不利影响。在以往的教科书［2-3］和文献报道［4-6］中，仅给出了瞬时源

模型的解析解、稳态源模型的解析解和连续源模型浓度分布的积分形式。武周虎等［7-8］在间隙性排放

源条件下，给出了一维移流离散水质模型的解析解，适用于周期性间隙排放情况下沿程污染物浓度

分布的计算；彭应登等［9］给出的有限时段源（连续源）浓度积分公式被积函数中变量 t未改为一系列瞬

时源到计算时间的扩散历时（t-τ），错误的对变量 t求积分，因此，无法据此获得正确结果。

本文在等强度有限时段源条件下，从一维移流离散水质模型方程出发，采用变量替换和拉普拉

斯变换的数学方法，求解河流污染物浓度分布的解析解，进行不同扩散历时“有限时段源”与“瞬时

源”沿程污染物浓度分布的比较分析，给出有限时段源可以按瞬时源计算的简化判别条件，为建设项

目水环境风险影响预测与评价以及增强《环境风险防范措施和环境风险应急预案》的可靠性，提供理

论支持。

1 有限时段源的模型方程与求解条件

根据武周虎［10］提出的基于环境扩散条件的河流宽度分类判别准则，对于窄小河流，如果河道顺

直且可以概化为恒定均匀流，污水排入河流后很快在较短的时间（距离）内达到全断面均匀混合，河

流中有毒有害物质的断面平均浓度可按一维纵向移流离散问题处理。

如果污染物的排放不是一次性瞬时完成，而是排放持续一段时间 t0后完全停止，把这种污染源称

为“有限时段源”。将排污口断面设为坐标原点 O，沿河流流向的纵向坐标为 x。设初始时间 t=0 在 x轴

上的有毒有害物质浓度为零，背景浓度暂不计入。当时间 0＜t≤t0时，在 x=0 处排放有毒有害物质的

全断面均匀混合浓度 C0维持不变，当时间 t＞t0时，在 x=0 处的排污停止，污染物浓度维持为零。采
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用一维移流离散水质模型方程［2］：

∂C∂t
+ u ∂C∂x

= Dx
∂2C
∂x 2 - KC （1）

式中：C 为污染物的浓度，单位为 mg/L；u 为平均流速；Dx为纵向离散系数；K 为污染物的降解速率

系数；t为从开始排放计算的扩散历时（时间）。除浓度外，其它变量和参数均采用 m-s单位制。

求解条件为：C|t=0，对一切 x=0，C|0＜t≤t0，x=0=C0，C|t＞t0，x=0=0，C|t＞0，x=±L=0，其中 L 足够大。

2 有限时段源模型方程的求解过程

2.1 模型方程的变形处理 首先，进行第一次变量替换，令C ( )t，x = exp æ
è
ç

ö

ø
÷

ux2Dx
Q ( )t，x ［8］，给变换

式两边分别对 t和 x求一阶偏导数，再对 x求二阶偏导数，代入式（1）整理得到：

∂Q
∂t

= Dx
∂2Q
∂x 2 - æ

è
ç

ö

ø
÷K + u 2

4Dx
Q = Dx

∂2Q
∂x 2 - K ′Q （2）

其中：K ′ = K + u 2
4Dx

。求解条件相应变为：Q|t=0，对一切 x=0，Q|0＜t≤t0，x=0=C0，Q| t＞t0，x=0=0，Q|t＞0，x=±L=0。
其次，进行第二次变量替换，令 Q ( )t，x = e -K′tV ( )t，x ，给变换式两边对 t 求一阶偏导数，对 x

求二阶偏导数，代入式（2）整理得到：

∂V∂t
= Dx

∂2V
∂x 2 （3）

求解条件相应变为：V|t=0，对一切 x=0，V | 0＜ t ≤ t0，x = 0 = C0e K ′t，V| t＞t0，x=0=0，V|t＞0，x=±L=0 。

2.2 拉普拉斯变换及求解 对式（3）关于 t 取拉普拉斯变换，0≤t＜∞。在 t=0 和 t=t0处均属于第一类

间断点，满足拉普拉斯变换的存在条件［11］，将原函数和一阶偏导数的拉普拉斯变换分别记为：

L [ ]V ( )t，x = 0
∞
V ( )t，x e -pt dt = U ( )p，x （4）

L é
ë

ù
û

∂V∂t
= pU ( )p，x - V ( )0+，x （5）

将式（4）和式（5）代入式（3）得到：

d 2U ( )p，x

dx 2 - 1
Dx

[ ]pU ( )p，x - V ( )0+，x = 0 （6）
将初始条件 V|t=0，对一切 x=0 代入式（6），则有：

d 2U ( )p，x

dx 2 -
p

Dx
U ( )p，x = 0 （7）

边界条件相应变为：当 0＜t≤t0 时，U ( )p，0 = L [ ]C0exp ( )K ′t = C0 ( )p - K ′ ；当 t＞t0 时，U（p，0）=0；
当 t＞0 时，U（p，±L）=0。 不难得到，二阶线性齐次微分方程式（7）的通解为：

U ( )p，x = C1exp æ
è
çç

ö

ø
÷÷-

p
Dx

x + C2exp æ
è
çç

ö

ø
÷÷

p
Dx

x （8）
式中：C1、C2为积分常数。

根据给定边界条件，可得出方程式（8）中的积分常数 C1 和 C2。对于排污口断面的下游河段 x≥0
有：当 0＜t≤t0 时，由U ( )p, 0+ = C0 ( )p - K ′ 得到 C1=C0 ( )p - K ′ ，由 U（p，+L）=0 得到 C2=0；当 t＞t0
时，由 U（p，0+）=0 得到 C1=0，由 U（p，+L） =0 得到 C2=0。则有：

ì

í

î

ïï

ïï

U ( )p，x =
C0

p - K ′
exp æ

è
çç

ö

ø
÷÷-

p
Dx

x ( )0 < t ≤ t0

U ( )p，x = 0 ( )t > t0

( )下游河段x ≥ 0 （9）
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对 于 排 污 口 断 面 的 上 游 河 段 x＜0 有 ： 当 0＜t≤t0 时 ， 由 U ( )p，0- = C0 ( p - K ′) 得 到 C2=
C0 ( )p - K ′ ，由 U（p，-L）=0 得到 C1=0；当 t＞t0时，由 U（p，0-）=0 得到 C2=0，由 U（p，-L）=0 得到 C1=
0。则有：

ì

í

î

ïï

ïï

U ( )p，x =
C0

p - K ′
exp æ

è
çç

ö

ø
÷÷

p
Dx

x ( )0 < t ≤ t0

U ( )p，x = 0 ( )t > t0

( )上游河段x＜0 （10）

2.3 拉普拉斯逆变换 对式（9）和式（10）分别取拉普拉斯逆变换得到：

V ( )t，x = L -1é

ë
êê

ù

û
úú

C0
p - K ′

exp æ
è
çç

ö

ø
÷÷-

p
Dx

x = C0L -1é

ë
êê

ù

û
úú

1
p - K ′

exp æ
è
çç

ö

ø
÷÷-

p
Dx

x = C0 g1( )t ∗g2( )t ( )x ≥ 0 （11）

V ( )t，x = L -1é

ë
êê

ù

û
úú

C0
p - K ′

exp æ
è
çç

ö

ø
÷÷

p
Dx

x = C0L -1é

ë
êê

ù

û
úú

1
p - K ′

exp æ
è
çç

ö

ø
÷÷-

p
Dx

|| x = C0 g1( )t ∗g3( )t ( )x＜0 （12）
式中：g1（t）*g2（t）称为函数 g1（t）和 g2（t）的卷积积分；g1（t）*g3（t）称为函数 g1（t）和 g3（t）的卷积积分。

由拉普拉斯逆变换表查知［11］： g1( )t = L -1é

ë
êê

ù

û
úú

1
p - K ′ = e K ′t；g2( )t = L -1é

ë
êê

ù

û
úúexp æ

è
çç

ö

ø
÷÷-

p
Dx

x = x
2 πDx t 3 exp

æ

è
ç

ö

ø
÷- x 2

4Dx t
；g3( )t = L -1é

ë
êê

ù

û
úúexp æ

è
çç

ö

ø
÷÷-

p
Dx

|| x =
|| x

2 πDx t 3 exp æ
è
çç

ö

ø
÷÷-

|| x 2

4Dx t

对下游河段 x≥0，将 g1（t）和 g2（t）代入式（11），并应用卷积积分得到：

V ( )t，x =
2C0
π
0

t e K ′τexp
é

ë

ê

êê
ê

ù

û

ú

úú
ú-

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

x
2 Dx ( )t - τ

2

d æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

x
2 Dx ( )t - τ

( )0＜ t ≤ t0 （13）

V ( )t，x =
2C0
π
0

t0e K ′τexp
é

ë

ê

êê
ê

ù

û

ú

úú
ú-

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

x
2 Dx ( )t - τ

2

d æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

x
2 Dx ( )t - τ

( )t＞ t0 （14）

令v = x
2 Dx ( )t - τ

，则有 τ = t - x 2
4Dx v 2 。那么，当 τ=0 时，v = x

2 Dx t
；当 τ= t0 时，v = x

2 Dx ( )t - t0
；

当τ= t时，v=∞。代入式（13）整理得到：

V ( )t，x =
2C0
π

e K ′t  x
2 Dx t

∞ expé
ë
êê

ù

û
úú-

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

K ′x 2
4Dx v 2 + v 2 dv ( )0＜ t ≤ t0 （15）

根据积分公式 expé
ë
êê

ù

û
úú-

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

a 2

4v 2
+ v 2 dv = π

4 é
ë
ê

ù
û
úe a erf æ

è
ö
ø

a2v
+ v - e -a erf æ

è
ö
ø

a2v
- v ，注意到a = K ′ Dx x ，式

（15）变为：

V ( )t，x =
C02 e K ′t é

ë
ê

ù
û
úe a erf æ

è
ö
ø

a2v
+ v - e -a erf æ

è
ö
ø

a2v
- v |∞ x

2 Dx t

=
C02 e K ′t

ì
í
î

ï

ï

ü
ý
þ

ï

ï
expæ

è
çç

ö

ø
÷÷

K ′
Dx

x
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

1 - erf æ
è
ç
ç

ö

ø
÷
÷K ′t + x

2 Dx t
+ exp æ

è
çç

ö

ø
÷÷- K ′

Dx
x

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

1 + erf æ
è
ç
ç

ö

ø
÷
÷K ′t - x

2 Dx t
( )0＜ t ≤ t0

=
C02 e K ′t

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

expæ
è
çç

ö

ø
÷÷- K ′

Dx
x erfc æ

è
ç
ç

ö

ø
÷
÷

x
2 Dx t

- K ′t + exp æ
è
çç

ö

ø
÷÷

K ′
Dx

x erfc æ
è
ç
ç

ö

ø
÷
÷

x
2 Dx t

+ K ′t

（16）

同理，式（14）变为：
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V ( )t，x =
C02 e K ′t

ì

í

î

ïï

ïï
expæ

è
çç

ö

ø
÷÷- K ′

Dx
x

é

ë

ê
êê
ê

ù

û

ú
úú
úerfc æ

è
ç
ç

ö

ø
÷
÷

x
2 Dx t

- K ′t - erfc
æ

è

ç
çç
ç

ö

ø

÷
÷÷
÷x

2 Dx ( )t - t0
- K ′( )t - t0 +

ü

ý

þ

ïï

ïï
expæ

è
çç

ö

ø
÷÷

K ′
Dx

x
é

ë

ê
êê
ê

ù

û

ú
úú
úerfc æ

è
ç
ç

ö

ø
÷
÷

x
2 Dx t

+ K ′t - erfc
æ

è

ç
çç
ç

ö

ø

÷
÷÷
÷x

2 Dx ( )t - t0
+ K ′( )t - t0

（t＞t0）（17）

对上游河段 x＜0，将 g1（t）和 g3（t）代入式（12），并应用卷积积分得到：

V ( )t，x =
2C0
π
0

t e K ′τexp
é

ë

ê

êê
ê

ù

û

ú

úú
ú-

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

|| x
2 Dx ( )t - τ

2

d æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

|| x
2 Dx ( )t - τ

( )0＜ t ≤ t0 （18）

V ( )t，x =
2C0
π
0

t0e K ′τexp
é

ë

ê

êê
ê

ù

û

ú

úú
ú-

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

|| x
2 Dx ( )t - τ

2

d æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

|| x
2 Dx ( )t - τ

( )t > t0 （19）

采用上述式（13）—（17）类似的求解过程得到：

V ( )t，x =
C02 e K ′t

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

expæ
è
çç

ö

ø
÷÷- K ′

Dx
|| x erfc æ

è
ç
ç

ö

ø
÷
÷

|| x
2 Dx t

- K ′t + exp æ
è
çç

ö

ø
÷÷

K ′
Dx

|| x erfc æ
è
ç
ç

ö

ø
÷
÷

|| x
2 Dx t

+ K ′t ( )0＜ t ≤ t0 （20）

V ( )t，x =
C02 e K ′t

ì

í

î

ïï

ïï
expæ

è
çç

ö

ø
÷÷- K ′

Dx
|| x
é

ë

ê
êê
ê

ù

û

ú
úú
úerfc æ

è
ç
ç

ö

ø
÷
÷

|| x
2 Dx t

- K ′t - erfc
æ

è

ç
çç
ç

ö

ø

÷
÷÷
÷|| x

2 Dx ( )t - t0
- K ′( )t - t0 +

ü

ý

þ

ïï

ïï
expæ

è
çç

ö

ø
÷÷

K ′
Dx

|| x
é

ë

ê
êê
ê

ù

û

ú
úú
úerfc æ

è
ç
ç

ö

ø
÷
÷

|| x
2 Dx t

+ K ′t - erfc
æ

è

ç
çç
ç

ö

ø

÷
÷÷
÷|| x

2 Dx ( )t - t0
+ K ′( )t - t0

（t＞t0）（21）

2.4 浓度分布公式 按照 2.1 节中两次变量替换的逆序，对函数 V（t，x）进行还原计算。在有限时段

源排放持续期间（0＜t≤t0），由式（16）和式（20）分别还原化简得到：

下游河段 x≥0：
C ( )t，x =

C02 exp æ
è
ç

ö

ø
÷

ux2Dx

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

expæ
è
çç

ö

ø
÷÷- K ′

Dx
x erfc æ

è
ç
ç

ö

ø
÷
÷

x
2 Dx t

- K ′t + exp æ
è
çç

ö

ø
÷÷

K ′
Dx

x erfc æ
è
ç
ç

ö

ø
÷
÷

x
2 Dx t

+ K ′t （22）

或

C ( )t，x =
C02

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

expæ
è
çç

ö

ø
÷÷-

( )α1 - 1 ux
2Dx

erfc æ
è
ç
ç

ö

ø
÷
÷

x
2 Dx t

-
α1u2 t

Dx
+ exp æ

è
çç

ö

ø
÷÷

( )α1 + 1 ux
2Dx

erfc æ
è
ç
ç

ö

ø
÷
÷

x
2 Dx t

+
α1u2 t

Dx
（23）

上游河段 x＜0：
C ( )t，x =

C02 exp æ
è
ç

ö

ø
÷

ux2Dx

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

expæ
è
çç

ö

ø
÷÷- K ′

Dx
|| x erfc æ

è
ç
ç

ö

ø
÷
÷

|| x
2 Dx t

- K ′t + exp æ
è
çç

ö

ø
÷÷

K ′
Dx

|| x erfc æ
è
ç
ç

ö

ø
÷
÷

|| x
2 Dx t

+ K ′t （24）

或

C ( )t，x =
C02

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

expæ
è
çç

ö

ø
÷÷-

u ( )α1 || x - x
2Dx

erfc æ
è
ç
ç

ö

ø
÷
÷

|| x
2 Dx t

-
α1u2 t

Dx
+ exp æ

è
çç

ö

ø
÷÷

u ( )α1 || x + x
2Dx

erfc æ
è
ç
ç

ö

ø
÷
÷

|| x
2 Dx t

+
α1u2 t

Dx
（25）

其中：K ′ = K + u 2
4Dx

；α1 = 1 +
4KDx

u 2 = 1 + 4α ，α =
KDx

u 2 ，称为 O’Connor数［6］。

式（22）—（25）就是在有限时段源排放持续期间（0<t≤t0），排污口断面下游和上游河段一维水质

模型方程污染物浓度分布的解析解。

在有限时段源排放停止后（t＞t0），由式（17）和式（21）分别还原化简得到：
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下游河段 x≥0：

C ( )t，x =
C02 exp æ
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÷

ux2Dx
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÷

x
2 Dx t
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x
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2 Dx ( )t - t0
+ K ′( )t - t0

（26）

或

C ( )t，x =
C02
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α1u2
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（27）

上游河段 x＜0：

C ( )t，x =
C02 exp æ
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或

C ( )t，x =
C02
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α1u2
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+
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u ( )α1 || x + x
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é
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ê
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è
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÷
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2 Dx ( )t - t0
+
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（29）

式（26）—（29）就是在有限时段源排放停止后 t（t>t0），排污口断面下游和上游河段一维水质模型

方程污染物浓度分布的解析解。

根据污染源排放强度 W（g/s）确定断面 x=0 处污染物初始稀释混合浓度 C0 的方法与文献［7］相同，

计算公式为：

C0 = W
Qe

1 +
4KDx

u 2 = W
α1Qe

（30）
式中：Qe = Ae u为河流的环境设计流量［12］，Ae=BH 为断面面积，B 为平均河宽，H 为平均水深。除排放

强度和浓度外，其它变量和参数均采用 m-s单位制。

注意到式（23）与式（25）以及式（27）与式（29）的结构形式对应相同，当 x≥0 时 |x|= x，因此，可统

一使用 x＜0 的式（25）或式（29）计算上、下游河段的污染物浓度分布。

3 有限时段源浓度分布分析与讨论

3.1 浓度分布分析

①当 u=0，0＜t≤t0时，式（22）变为：
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C ( )t，x =
C02

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

expæ
è
çç

ö

ø
÷÷- K

Dx
x erfc æ

è
ç
ç

ö

ø
÷
÷

x
2 Dx t

- Kt + exp æ
è
çç

ö

ø
÷÷

K
Dx

x erfc æ
è
ç
ç

ö

ø
÷
÷

x
2 Dx t

+ Kt （31）

式（31）与文献［13］静止水体中连续源一维离散水质模型方程在 x≥0 时的解析解相同。连续源是

指污染物的排放从时间 t=0 开始持续进行，在浓度计算时间污染物的排放没有结束。因此，在有限时

段源排放持续期间（0＜t≤t0）的浓度分布公式，同样适用于连续源模型方程在相同求解条件下的浓度

分布计算。

②当 u=0，t→t0→∞时，式（22）和式（24）变为：

C ( )x = C0exp æ
è
çç

ö

ø
÷÷- K

Dx
|| x （32）

式（32）与文献［5］和教科书中一维稳态离散水质模型方程的解析解一致，有效浓度主要分布在

|| x ≤ 3 Dx K 的一段，在此范围内 C/C0≥0.05。
③当 K=0，0＜t≤t0时，式（22）变为：

C ( )t，x =
C02

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

erfc æ
è
ç
ç

ö

ø
÷
÷

x - ut
2 Dx t

+ exp æ
è
ç

ö

ø
÷

ux
Dx

erfc æ
è
ç
ç

ö

ø
÷
÷

x + ut
2 Dx t

（33）

式（33）与文献［13-14］连续源一维移流离散水质模型方程在 x≥0 时的解析解相同。

④当 u=0，K=0 时，即有K ′=0，式（31）或式（26）变为：

C ( )t，x =

ì

í

î

ï

ï
ïï

ï

ï
ïï

C0erfc æ
è
ç
ç

ö

ø
÷
÷

x
2 Dx t

( )0 < t ≤ t0
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ê
êê
ê

ù
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è
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ø
÷
÷

x
2 Dx t

- erfc
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è

ç
çç
ç
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ø

÷
÷÷
÷x

2 Dx ( )t - t0
( )t > t0

（34）

式（34）与文献［13］类似问题的解析解形式相同。

⑤当 t→t0→∞时，有限时段源一维水质模型转化为恒定连续源的一维移流离散问题，又称为稳

态源模型，式（23）和式（25）变为：

C ( )x =

ì

í

î

ï

ïï
ï

ï

ïï
ï

C0exp é
ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ux2Dx

æ

è
çç

ö

ø
÷÷1 - 1 +

4KDx

u 2 ( )x ≥ 0

C0exp é
ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ux2Dx

æ

è
çç

ö

ø
÷÷1 + 1 +

4KDx

u 2 ( )x < 0
（35）

式（35）与文献［5］和教科书中一维稳态移流离散水质模型方程的解析解一致。

通过在特定条件下，对本文污染物浓度分布公式的简化与可对比解析解的一致性分析，表明经

过严格数学推导以不同形式给出的污染物浓度分布解析式（22）—（29）的正确性。

3.2 浓度分布讨论

①略去有限时段源浓度分布公式（25）中第二项的条件。在有限时段源排放持续期间（0＜t≤t0），对

式（25）右边中括弧内［A+B］两项的贡献率作比较分析，以便对公式（25）进行简化处理。改写式（25）有：

C ( )t，x =
C02 exp æ

è
ç

ö

ø
÷

ux2Dx
[ ]A + B （36）

其中：A = exp æ
è
çç

ö

ø
÷÷-

α1u || x
2Dx

erfc æ
è
ç
ç

ö

ø
÷
÷

|| x
2 Dx t

-
α1u2 t

Dx
，B = exp æ

è
çç

ö

ø
÷÷

α1u || x
2Dx

erfc æ
è
ç
ç

ö

ø
÷
÷

|| x
2 Dx t

+
α1u2 t

Dx
。

A、B 均为偶函数，只讨论 x≥0 的情况。B/A 的表达式为：
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B
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=

exp æ
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ø
÷

α1ux
2Dx

erfc æ
è
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ö

ø
÷
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x
2 Dx t

+
α1u2 t
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è
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ø
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α1ux
2Dx

erfc æ
è
ç
ç

ö

ø
÷
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x
2 Dx t

-
α1u2 t

Dx

（37）

在文献［14］对式（33）右边中括弧内两项的贡献率作比较分析时得到：当ξ = ut/x = 1时，出现函数

式（33）的最大值；当ξ→∞时，出现函数式（33）的最小值→0。据此，假设t = x/u进行分析。设定在式

（25）中可略去 B 项的计算条件为 B/A≤0.05，并令Px = ux Dx，注意到α1 = 1 + 4α ≥ 1，式（37）变为：

B
A

=
exp æ

è
ç

ö

ø
÷

α12 Px erfc é
ë

ù
û

12 ( )1 + α1 Px

expæ
è
ç

ö

ø
÷-

α12 Px erfc é
ë

ù
û

12 ( )1 - α1 Px

= f ( )α，Px ≤ 0.05 （38）

依据式（38）的试算结果绘制无量纲 Px（α）函

数的半对数曲线，见图 1。值得注意的是，在计

算机标准函数库中，余误差函数 erfc（z）只能取到

z≥0 时的值，当自变量 z＜0 时，使用余误差函数

的性质 erfc（-z）=2-erfc（z）来计算。

由图 1 可知，在有限时段源浓度分布式（25）
中可略去 B 项的计算条件为：

Px = ux/Dx ≥ 2.2α -1.1 ( )R 2 = 0.9996 （39）
通常，在某计算河段的流速 u 和纵向离散系数 Dx 都为常数，当浓度计算点远离排污口时，式

（39）很容易得到满足。即：除对小的 |x|外，B 项可以略去不计。同理可以推证，这一关系式仍然适用

于对式（22）—（29）的简化处理。

②不考虑上游河段污染物浓度分布的条件。在有限时段源排放持续期间（0＜t≤t0），污染物向排

污断面上、下游移流离散的影响范围不断扩大，污染影响长度逐步增长。当 t→t0→∞时，排污断面

上、下游的污染物浓度分布逐渐达到稳定状态，其污染影响长度达到最大。

文献［5-6］给出的河流稳态移流离散水质模型的简化分类条件，可作为有限时段源排放持续期

间，污染物是否向上游（x＜0）离散迁移、是否考虑上游河段污染物浓度分布的判据，对环境管理是

偏于安全的。该判别条件为：当 O’Connor数α = KDx u 2≤ 0.027和贝克来数Pe = uB (3Dx )≥ 1时，移流

作用占主导地位，天然河流的上中游河段大多属于此类情况，无需考虑排污断面上游的污染物浓度

分布；在其它条件下，均需对排污断面上游的污染物浓度分布进行计算。

当有限时段源排放停止后（t＞t0），对于α较大或者α较小且 Wt  1 的情况，离散作用相对较大，

污染物对排污断面上游的污染影响将会持续一段时间，逐渐消失；但对其余情况，污染物对排污断

面上游的污染影响会迅速消失。

4 算例与对比分析

4.1 有限时段源的算例分析 设有限时段源的排放持续时间 t0=1 h，排污断面 x=0 处的污染物初始稀

释混合浓度 C0保持不变，河流的平均流速 u=1.0 m/s，纵向离散系数 Dx=30 m2/s。则由式（25）和式（29）
计算不同扩散历时 t= 0.5、1.5、2.5、3.5h 的沿程污染物浓度分布，如图 2 所示。在图 2 中，实线表示

降解速率系数 K=0 的保守物质，虚线表示降解速率系数 K=0.26 d-1的非保守物质。

由图 2 看出，当 0＜t≤t0 时，有限时段源在 x=0 断面产生的污染物浓度维持不变，在移流作用

下，浓度分布曲线出现了水平段；在离散作用下，出现浓度分布曲线向上游 x＜0 的急剧衰减下降段

图 1 在有限时段源浓度分布式（25）中是否计入 B 项的计算分区
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和向水平段下游的衰减下降曲线。当 t=t0时有限时段源排放结束，之后出现浓度分布曲线向排污断面

下游的整体移动，中间近似平顶段，浓度最大值对应的纵向坐标小于有限时段源排放中间点的迁移

距离，即 xc1＜xc=u（t-t0/2），两侧分别呈现向上、下游的衰减下降曲线。当扩散历时继续增大，浓度

分布曲线的中间平顶段逐渐消失，浓度最大值对应的纵向坐标很快趋于有限时段源排放中间点的迁

移距离，即 xc1→xc，出现向下游比向上游的浓度下降过程稍缓的偏态分布。当 t＞＞t0、x较大时，浓度

分布曲线趋于正态分布。图 2 还表明，由降解速率系数 K 引起的污染物衰减作用，使对应时间和空间

点上的污染物浓度减小，当扩散历时越短，降解速率系数的作用越不明显，当扩散历时越长，高浓

度减小的幅度稍大。

4.2 有限时段源与瞬时源浓度分布比较分析 瞬时源一维移流离散水质模型方程式（1）的解析解

为［2-3］：

C ( )t，x =
M0

Ae 4πDx t
exp é

ë
êê

ù

û
úú-

( )x - ut 2

4Dx t
- Kt （40）

式中：在 x=0 断面 t=0 时间突发瞬时源的污染物质量为 M0，取其值等于有限时段源在排放持续期间的

污染物总排放量 Wt0，其它符号同前。

采用初始稀释混合浓度 C0的表达式（30）对式（40）中的污染物浓度作无量纲处理，整理得到：

C ( )t，x
C0

=
α1ut0
4πDx t

exp é
ë
êê

ù

û
úú-

( )x - ut 2

4Dx t
- Kt （41）

为便于比较，取河流特性和排污等计算参数与 3.1 节中相同，对降解速率系数 K=0 的保守物质进

行分析。在瞬时源的突发时间 t=0 条件下，图 3 给出了不同扩散历时有限时段源与瞬时源沿程污染物

浓度分布比较。

图 2 有限时段源不同扩散历时的沿程浓度分布
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图 3 时段源与瞬时源起始排放的沿程浓度分布比较

由图 3 看出，由于瞬时源是在 x=0 断面 t=0 时间突发出现，而有限时段源才刚刚开始排放，有限

时段源在持续排放期间，瞬时源所产生的污染物沿程浓度分布，已逐渐离开起始排放断面出现在下

游河段。由此看出，瞬时源产生的污染云质量中心（正态浓度分布的峰值点）与有限时段源产生的沿

程浓度分布前沿同步，其污染云的质量中心提前有限时段源排放持续时间的一半 t0/2 到达下游河段同

一位置。因此，在将有限时段源简化为瞬时源计算时，务必将瞬时源的突发时间移至有限时段源排

放的中间时间 t0/2 进行计算。
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将瞬时源的突发时间移至有限时段源排放的中间时间 t0/2 进行计算，式（41）变为：

C ( )t，x
C0

=
α1ut0

4πDx ( )t - t0 /2 exp
ì

í

î

ï

ï

ü

ý

þ

ï

ï
-
[ ]x - u ( )t - t0 /2 2

4Dx ( )t - t0 /2 - K ( )t - t0 /2 （42）

在瞬时源的突发时间 t= t0/2 条件下，图 4 给出了不同扩散历时有限时段源与瞬时源沿程污染物浓

度分布比较；图 5 给出了瞬时源最大相对浓度（Cm/C0）、有限时段源最大相对浓度（Cm1/C0）和比值（Cm/
Cm1）以及两者最大浓度相应位置的纵向坐标比值（xc1/xc）随时间的变化过程（下标“1”表示有限时段源

的计算值，下同）。

图 4 时段源与瞬时源中间排放的沿程浓度分布比较 图 5 时段源与瞬时源最大浓度和相应位置比较

由图 4 和图 5 看出，由于瞬时源是在 x=0 断面 t= t0/2 时间突发出现，因此，瞬时源产生的污染云

质量中心与有限时段源产生的沿程浓度分布质量中心大致同步到达下游河段同一位置。但由于瞬时

源是集中排放，污染云不容易离散开，当扩散历时较短，污染物最大浓度远超有限时段源。主要表

现为瞬时源的沿程浓度分布曲线瘦高，污染物主要集中在最大值两侧附近，但瞬时源的污染物最大

浓度沿程下降较快；而有限时段源的沿程浓度分布曲线扁平，浓度分布较宽，且污染物最大浓度沿

程下降较缓慢，这种差别随着扩散历时的增长逐渐减小。对有限时段源与瞬时源的比较分析表明，

在扩散历时 t较短时，两者的沿程污染物浓度分布相差较大，有限时段源的最大浓度小于瞬时源，但

时段源处于较高浓度的河段更长；在扩散历时 t较长时，两者的沿程污染物浓度分布逐渐趋于一致。

由图 5 还看出，有限时段源与瞬时源最大浓度相应位置的纵向坐标比值（xc1/xc）很快趋于 1，说明

有限时段源沿程浓度分布曲线的中间平顶段消失后，浓度最大值对应的纵向坐标很快趋于有限时段

源排放中间点的迁移距离，即 xc1→xc=u（t-t0/2）。相比之下，瞬时源与有限时段源最大浓度比值（Cm/
Cm1）趋于 1 的过程要缓慢得多，说明只有在扩散历时较长、两者预测的最大浓度接近时，才可以将有

限时段源简化为按瞬时源计算。

5 有限时段源按瞬时源计算的简化条件

5.1 有限时段源与瞬时源计算临界点的定义 在突发污染事故持续排放一段时间 t0的情况下，若按

瞬时源进行计算，在扩散历时较短时污染物的沿程浓度分布预测值偏离较大，但在扩散历时较长时

两者的预测结果会逐渐接近。也就是说有限时段源与瞬时源的浓度最大值是一个渐近过程，据此定

义：将按瞬时源与有限时段源进行计算的污染物最大浓度之比等于 1.05 的条件，作为可以简化为按

瞬时源计算的临界时间 tk确定依据。即：当扩散历时 t≥tk时，污染物的沿程浓度分布可以按瞬时源

的计算公式预测；否则，应按有限时段源的计算公式预测。下面讨论降解速率系数 K=0 保守物质的

临界时间 tk与排放持续时间 t0及其相关因子的关系。

由式（42）可知，瞬时源的污染物最大浓度为：

Cm =
ut0C0

4πDx ( )t - t0 /2 （43）
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图 6 有限时段源与瞬时源的计算分区

Wt=u2t0/Dx

由图 4 看出，由于有限时段源排放结束的时间滞后，污染物浓度分布中间出现近似平顶段，浓度

最大值出现位置滞后，但当污染物浓度分布中间的平顶段很快消失时，有限时段源与瞬时源的浓度

最大值出现位置很快趋于一致。即令 x=xc=u（t-t0/2），代入式（26）整理得到有限时段源的污染物最大

浓度为：

Cm1 =
C02
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再令扩散历时 t=ζt0，代入式（43）和式（44）分别得到瞬时源和有限时段源的污染物最大浓度为：

Cm = C0
Wt

4π( )ζ - 0.5 （45）
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其中：无量纲数 Wt =u2t0/Dx=us/Dx（称为排放数），表示有限时段源在持续排放期间的污染物迁移传递

与离散传递通量之比；s=ut0为初始迁移长度。

5.2 有限时段源简化为瞬时源的判据 根据临

界时间 tk的定义，令式（45）与式（46）的比值等于

1.05，则有：

Cm Cm1 = f ( )Wt，ζk = 1.05 （47）
由式（47）的试算结果绘制无量纲临界时间ζk

与无量纲数 Wt的关系曲线，见图 6。
当 Wt＞10 时，由图 6 中的理论试算点进行回

归分析，得到有限时段源与瞬时源计算分区的无

量纲临界时间方程为：

ζk = 0.42Wt （R 2 = 1） （48）
由图 6 和式（48）可以看出，无量纲临界时间ζk与无量纲数 Wt呈现良好的正比例关系。在河流平均

流速和纵向离散系数不变的情况下，无量纲数 Wt随排放持续时间 t0的增加而增加，无量纲临界时间ζk

同步增加。即排放持续时间越长，无量纲临界时间越大，有限时段源简化为按瞬时源计算需要的临

界时间越长，相应的污染云质量中心纵向坐标 xck=u（tk-t0/2）越远。

当 Wt≤10 时，由于同一扩散历时，有限时段源与瞬时源的浓度最大值不在同一位置出现，式

（44）和式（46）均不能代表有限时段源的污染物最大浓度值，而且两者预测结果的沿程浓度分布特征

差别较为明显，所以，此时的有限时段源不能简化为按瞬时源计算。在实际中，当无量纲数 Wt 较

小，排放断面 x=0 附近区域处于污染物的初始稀释混合阶段，一维移流离散水质模型很难准确预测，

再者扩散历时 t较短，或小于应急反应时间，所以，可无需进行水质预测。分析认为，可将 Wt =10 时

的无量纲临界时间ζk=4.20 作为 Wt≤10 时的计算分区依据。

综上，有限时段源可以按瞬时源计算的简化条件，即从开始排放计算的扩散历时（时间）必须满

足 t≥tk=ζkt0，则有：

ì
í
î

ï

ï

t ≥ 0.42Wt t0 ( )Wt > 10
t ≥ 4.20t0 ( )Wt ≤ 10 （49）

将 Wt代入式（49）化简得到有限时段源简化为瞬时源的判别条件为：

ì
í
î

ï

ï

Wu ≤ Wuk = 0.77 ( )Wt > 10
t0 t ≤ 0.24 ( )Wt ≤ 10 （50）

其中：无量纲数Wu = ut0 4Dx t = s 2 σx（称为Wu ′s数），表示有限时段源在持续排放期间的初始迁移
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长度与 t时间污染物浓度分布的特征长度（L = 2 σx）之比。σx = 2Dx t 为 t时间污染物浓度分布的标准

差，最大浓度两侧区间（xc - 2 σx 2，xc + 2 σx 2）对应浓度分布曲线与 x轴所围面积占总面积的比例

为 52.05%；Wuk为判断瞬时源与有限时段源的临界Wu ′s数。

此时，相应的污染云质量中心纵向坐标 xc= u（t-t0/2）≥（ζk-0.5）ut0，即：

ì
í
î

ï

ï

xc ≥ ( )0.42Wt - 0.50 ut0 ( )Wt > 10
xc ≥ 3.70ut0 ( )Wt ≤ 10 （51）

5.3 分类临界状态的浓度分布比较及其标准差分析 在 3.2 节中算例的给定参数条件下，计算得到无

量纲数 Wt =u2t0/Dx=120，由式（48）得到临界时间 tk=50.40 t0=181440 s，相应的污染云质量中心纵向坐

标 xck=179.64 km。在降解速率系数 K=0 和 K=0.26 d-1

条件下，图 7 和表 1 给出了在临界时间按有限时段源

和瞬时源计算的沿程浓度分布及特性比较。

由图 7 和表 1 可知，当降解速率系数 K=0 和 K=
0.26 d-1 时，在临界时间的有限时段源按瞬时源计

算，其最大浓度和浓度分布标准差的相对误差绝对

值均小于等于 5.0%。表明，在临界时间条件下，对

降解速率系数 K=0 和 K=0.26 d-1的情况，按瞬时源和

有限时段源计算的沿程浓度分布曲线和特性均吻合

良好。说明在降解速率系数 K=0 保守物质条件下，给出的有限时段源可以按瞬时源计算的临界时间

tk（Wt）方程和简化判别条件，同样适用于 K≠0 的非保守物质。由图 5 可知，随着扩散历时的进一步增

大，两者计算结果的相对误差将进一步减小，沿程浓度分布曲线和特性的吻合程度将进一步提高。

图 7 在临界时间按时段源与瞬时源计算的沿程浓度分布比较

污染物降解速率
系数 K/d-1

0.00
0.26

浓度最大值及误差

时段源 Cm1/C0

0.417
0.243

瞬时源 Cm/C0

0.437
0.255

相对误差/%
5.0
5.0

标准差及误差 1）

时段源σx1/km
3.442
2.627

瞬时源σx/km
3.283
2.504

相对误差/%
-4.7
-4.7

表 1 在临界时间按时段源与瞬时源计算的沿程浓度分布特性比较

注：1）浓度峰值点两侧对称区间分布宽度 4σx范围内的污染物质量占总排放量的 95.5%。
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由此推论，在扩散历时 t≥tk，即有限时段源可以按瞬时源计算的情况下，可以通过实测河段的

沿程污染物浓度分布或河段纵向坐标 x（≥xc）断面的污染物浓度过程线，按瞬时源的浓度分布公式反

推，确定出该河段的纵向离散系数。

6 结论

（1）在等强度有限时段源条件下，给出了有限时段源排放持续期间和排放结束后，不同扩散历时

河流沿程污染物浓度分布的解析解。分析表明，在不同简化条件下与可对比解析解完全一致。（2）
给出了在有限时段源浓度分布公式中，可略去第二项的计算条件与无量纲分区曲线，以及可略去上

游河段污染物浓度分布的判别条件。（3）定义了无量纲数 Wt =u2t0/Dx，提出了有限时段源可以按瞬时

源计算的临界时间 tk（Wt）方程和简化判别条件：当扩散历时 t＜tk，按有限时段源的浓度分布公式计

算；当扩散历时 t≥tk，且将污染事故的突发时间移至排放持续时段的中间时间 t0/2，方可按瞬时源的

浓度分布公式计算。（4）根据移流离散水质模型方程式（1）的线性特性，其解浓度分布符合叠加原

理。因此，对变强度有限时段源可按时间坐标分成若干个排放时段单独计算，最后，按对应时间和

空间进行浓度分布叠加计算。
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Solution and simplified conditions of one-dimensional
water quality model in the limited period source

WU Zhouhu
（School of Environmental and Municipal Engineering，Qingdao University of Technology，Qingdao 266033，China）

Abstract：The solution of one-dimensional water quality model in limited period source the criteria for sim⁃
plifying the model as instantaneous source are very important to calculate accidental discharge of sewage in
emergency. Analytic solutions of pollutant concentration distribution in rivers are given using variable substi⁃
tution and Laplace transform method under the condition of equal intensity limited period source. The consis⁃
tency between the above analytic solution and comparable analytic solutions are discussed under different
simplified conditions. The Discharge number， Wt=u2t0/Dx， is defined. The critical time， tk（Wt）， is given in
which limited period source can be calculated by using instantaneous source. The simplified criteria are
when diffusion time t＜tk， the concentration distribution formula of limited period source is used and when
t≥tk，the formula of instantaneous source is used.
Keywords： environmental hydraulics； limited period source； instantaneous source； water quality model of
river；Laplace transform；c oncentration distribution；critical time；simplified criteria
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