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摘要：无限深透水坝基轮廓复杂，透水层深度大，其渗流计算精度难以保证。本文提出用保角变换-边界元法计

算含有无限域渗流计算问题。保角变换将复杂的坝基轮廓线边值问题变换为水平线边值问题，使渗流计算边界问

题大大简化；边界元法在求解边界简单的无限域渗流方面优势明显，两种方法联合使用进行求解，能充分发挥保

角变换和边界元法各自优点。通过组合法计算结果表明：联合法计算更加快捷、简单，计算结果更加符合无限域

的实际情况，可为解决无限域渗流问题提供一条途径。
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1 研究背景

复变函数中的保角变换在工程中的应用多见于流体力学方面，这方面的研究也是最早的［1］。

Schwarz和 Christoffel给出了任意的多边形内部和上半平面之间的变换方法［2］。因此，可以将坝基复杂

的地下轮廓线视为多边形，转化为简单规则的形状进行分析。对于无限域渗流区域轮廓可将其视为

广义多边形，转化为水平线性进行求解［3］。边界元最早在岩土工程得到应用，其中在渗流计算中也应

用广泛［4］。边界元仅仅对边界进行离散，误差只来源于边界，所以计算精度较高［5］。将保角变换后的

简单渗流边界利用边界元进行离散，借助数值软件进行计算，可以使无限深透水坝基复杂的渗流计

算问题得到大大简化。

因此，本研究通过选择适当的变换函数，将无限深透水坝基的复杂渗流轮廓进行保角变换，将

其转换为水平线性边界，利用边界元对其进行边界离散，并借助计算机进行数值计算。提出解析与

数值相结合的新方法，能较好的解决无限域的渗流问题，计算用时短且精度高。

2 模型建立

2.1 保角变换 对于建立无限深透水地基上采用倒悬挂式防渗墙防渗的土石坝，其坝基的形状可以

简化为图 1（a）所示，复变函数中克力斯托弗-席瓦尔兹定理可将其视为广义四边形 FBCD，F 为无穷

远点。A，E 点分别是上下游坝脚所在的位置。［6］

实际计算中，假设上游坝脚 A 到防渗墙的距离 AB=xa，下游坝脚 E 到防渗墙的距离 ED=xe。用克

力斯托弗-席瓦尔兹积分式，将实际计算 Z 平面四边形坝基转化到ζ平面实轴ξ上从而求解（图 1（b））。

转化为直线基础的公式如下：

Z = f ( )ζ = m∫( )ζ - ab

βb - 1( )ζ - ac

βc - 1( )ζ - ad

βd - 1dζ + n （1）
式中：Z 为Z 平面上的复数，Z ＝x+yi；ω为平面上的复数，ω=u+vi；a1，a2，…，an为相应多边形顶
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角 A1，A2，A3 的点经转换后在ε轴上的坐标；β1，β2，…，βn 为相应于多边形的内角除以π所得值；

A，B 为复常数，由边界条件确定。

水平基础渗透特性复数函数公式为：

Z = bcos ( )πω （2）
将Z =x+yi，ω=u+vi代入上式（3），分开实部和虚部得到：

ì
í
î

x = bcos ( )πu × ch ( )πv

y = bsin ( )πu × sh( )πv
（3）

2.2 边界元法 由保角变换将相对复杂的坝基轮廓，转化成直线型边界，边界元在处理简单边界的

问题优势明显。在描述势流的微分方程（Laplace方程），其边界条件为［7］：

ì

í

î

ïï

ïï

∇2u = 0 在渗流域内

u = -u 在边界Γ1上
∂u∂n

= -v 在边界Γ2上

（3）

其中，
-u、-v为已知边界条件，在Γ1边界有B ′A ′F ′和D ′E ′F ′；Γ2边界有B ′C ′D ′。

将边值问题代入格林公式则有：

Γ2
v̄ωdΓ + Γ1

∂u∂n
ωdΓ = Γ2

u ∂ω∂n
dΓ + Γ1

ū ∂ω∂n
dΓ （4）

利用基本解的性质和加权余量法可将渗流的拉普拉斯方程写成如下积分式：

-ci ui + Γu*vdΓ - Γ v *udΓ = Ω u*VdΩ （5）
式中：ci 为系数矩阵，ci =

ì
í
î

1     (区域Ω内)  

1 2  (在边界Γ上)
；ui 为边界上点 i 位移向量；u，q 为渗流场任意一点的位

移和面力向量；u*、q *为以基本解为元素的向量［8］。

其二维渗流拉普拉斯方程的基本解：u* = 12π ln 1
rij

；Γ1 = Γ1 + Γ2；rij为域内任一点 i到 j点的直线距离。

2.3 离散化 对上式进行离散化，以单元节点的值 ui，qi（i=1，2，…，n）代替单元上的值，则

ci ui - å
j = m + 1

n

( )Γu*vdΓ vj + å
j = m + 1

n

( )Γ v *udΓ uj = -å
j = 1

m

Ω u*VdΩ （6）
令：

ci =
ì

í

î

ïï

ïï

Hij = Γ j
v *dΓ

Gij = Γ j
u*dΓ ( )i = m + 1，，n； j = m + 1，，n （7）

Bi = -å
j = 1

m

Ω u*VdΩ ( )i = m + 1，，n （8）

图 1 渗流计算的复平面转换图
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图 3 水头等值线分布图
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2 表 1 不同计算方法结果比较

对比点

①
②
③

计算方法

有限元法
水头/m
4.98
2.53
0.12

文中组合法
水头/m
4.96
2.51
0.10

保角变换法
水头/m
4.86
2.32
0.07

（a） （b）
图 2 保角变换平面变换图

F A P1 B D P4 E F
10m 35m

P2
P330m

2π C
y

F ′ A ′ B ′ C ′ O D ′ E ′ F ′

0.241
η η ′

用矩阵符号，可将式（6）表示成［9］：

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

UΩ12UΓ
+ [ ]H [ ]UΓ - [ ]G [ ]VΓ = [ ]B （9）

式中：UΩ = [ ]u1， ...，um

T
；UΓ = [ ]um + 1， ...，un

T
；VΓ = [ ]vm + 1， ...，vn

T

由定解条件可知，上式（9）含有 n-m个未知数，将 n-m个未知数组成矢量 X，得到新的代数方程组：

AX = F （10）
将式（10）解得结果代入式（3），反求 x，y即得实际运动 Z 平面的渗流参数。

3 算例与对比分析

某土石坝坝前水深 5 m，视为无限深透水地基，坝基渗透系数为 6.43 m/d，允许渗透坡降 0.15，
悬挂式防渗墙深度为 30 m，防渗墙距上下游坝角距离分别为 10 m和 35 m。求算：（1）坝基平均渗透

坡降；（2）上游的单宽入渗流量。

由保角变换将悬挂式防渗墙转化为如图 2，是一个非常容易通过边界元法计算的渗流场边值问

题。将场域边界剖分为 76个常数单元，其借助边界元软件 THBEM2计算坝基内部的水头等值线分布

图如图 3所示。

并与用有限元法和保角变换解析法计算所得到的水头等值线分布图进行了比较。分别取如图所

示的①②③处 3个结点的计算值与理论值进行比较如表 1。

计算发现，组合法计算结果能满足计算要求，且相对有限元法计算剖分单元更少，计算更快

捷。相比较解析法精度更高。

4 结论

保角变换法与具有诸多优点的边界元法相结合，发挥两种方法的优势，避开了各自的弊端，用
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于求解复杂渗流场工程问题。通过建立无限深透水地基采用悬挂式防渗墙渗流边值问题进行计算，

结果表明：保角变换边界元组合法是一种能有效解决复杂坝基轮廓渗流场数值分析方法，不仅能将

复杂的坝基轮廓变得简单，单元剖分少，计算快捷，而且相对与其他方法精度也较高。特别是在处

理无限域复杂渗流边界方面优势明显。
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Seepage calculation for suspended vertical impervious body on the infinite deep pervious
dam foundation based on conformal transformation and boundary element method

MAO Haitao1，3，WANG Zhengcheng1，WANG Xiaoju2，SHAO Dongguo3

（1. Civil engineering institute of chongqing three Gorges College，Chongqing 404100， China；

2. College of environment， Hohai University，Jiangsu 210098， China；

3. Wuhan University Institute of water conservancy and hydroelectric power，Wuhan 430072，China）

Abstract： The outline of the infinite deep dam foundation is quite complex， and its permeable layer is
deep. This unique characteristic determines that it would not be an easy task to guarantee or achieve the
calculation accuracy of seepage. Therefore， in terms of the calculating method， conformal transformation &
boundary element method is proposed and adopted in this paper to deal with problems which are associated
with seepage calculation problem of infinite domain. Conformal transformation method can change complicat⁃
ed dam foundation outline boundary problems to horizontal boundary problem， which will greatly simplify
the boundary problem of seepage calculation. Boundary element method shows its great superiority in coping
with seepage problem of infinite domain whose boundary is easy to calculate. The combination of the two
methods can give full play to their respective advantages. By means of adopting the combination calculation
method， the calculated results illustrate the fact that the combination method is much faster and simpler，
the result is more accurate and in accordance with the real situation of the infinite field， which provides
an approach to dealing with the infinite field seepage problems.
Keywords：conformal transformation；BEM；infinite field；seepage；dam foundation
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